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The types of measurand parameter estimators derived
from samples of measured data taken from a sym. trape-
zoidal population were briefly reviewed (9 refs.). A non-std.
approach to find ests. of the non-Gaussian distributions
parameters based on the unconventional method for maxi-
mizing the stochastic polynomials by using a moment-cu-
mulant description of random variables was proposed. The
method was recommended to use for detg. estd. values
of the std. deviation and uncertainties of measurand when
distribution of the random errors population is a priori un-
known and first few cumulants have to be found from the
sample data. The method is particularly useful in assessing
mixts. and mixing efficiency.

Omoéwiono w skrécie rodzaje estymatorow
parametrow  menzurandu  wyznaczanych
z probek danych pomiarowych pobranych
z populacji o rozktadzie trapezowym. Zapropo-
nowano uzycie metody maksymalizacji wielo-
mianu stochastycznego o symbolu PMM jako
niekonwencjonalnego sposobu wyznaczania
estymatorow wartosci oczekiwanej i odchy-
lenia standardowego menzurandu dla pré-
bek o rozktadach niegaussowskich. Na przy-
ktadach prébek z symetrycznego rozktadu
trapezowego Trap oszacowano niepewnos¢
standardowg dla wartosci Sredniej, Srodka
rozpiecia i estymatora menzurandu obliczone-
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go metodg wielomianowg PMM z uzyciem ku-
mulantéw, ktére wyznaczono z danych probki
za posrednictwem momentéw centralnych.
Metodg symulacji Monte Carlo dokonano
analizy poréwnawczej ocen wariancji oblicza-
nej klasycznie z funkcji rozktadu prawdopo-
dobienstwa, wg GUM", dla srodka rozpiecia
i metodg PMM. W funkciji liczby danych probki
i stosunku podstaw trapezu okreslono granice
najefektywniejszego obszaru dla kazdej z me-
tod. Metoda jest przydatna do oceny miesza-
nin i procesu mieszania.

Zjawiska losowe zachodzace w badanym obiekcie, systemie pomia-
rowym 1 otoczeniu sg przyczyna pojawienia si¢ losowej sktadowej
w sygnale pomiarowym menzurandu. Ciagly w czasie sygnal jest
zwykle automatycznie probkowany lub tez pomiary powtarza sie.
Otrzymuje si¢ probke danych pomiarowych o losowym rozrzucie
wartosci. Do jego modelowania, oprécz normalnego rozktadu prawdo-
podobienstwa opisanego funkcja Gaussa, stosuje si¢ tez inne rozktady.
Wynik pomiaréw ocenia si¢ wg zalecen przewodnika GUM " jako war-
tos¢ $rednig 1 rozszerzong niepewno$¢ pomiaru wyznaczang na podsta-
wie odchylenia standardowego. Dla probek z populacji o rozkladach
niegaussowskich ocena niepewno$ci pomiarow wg metody podanej
w GUM nie jest jednak najbardziej efektywna. Bedzie to omowione
na przyktadzie rozkladu trapezowego. Wystepuje on w przyrzadach
pomiarowych i systemach z elementami o przedzialowej tolerancji
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parametrow i przy dyskretyzacji sygnatow. Rozktad ten jest splotem
dwu réwnomiernych rozktadéw o roéznej szerokosci. Krancowymi jego
przypadkami sa rozktady: rownomierny i trojkatny.

W pracach>® metoda symulacji Monte Carlo (MC) poréwnano
efektywno$¢ wartosci $redniej X, $rodka rozstepu q,, = 05k, — )
i mediany X jako jednoelementowych estymatorow (1C) men-
zurandu dla probek danych z populacji o rozkladach w postaci
symetrycznych trapezow o bokach liniowych lub krzywoliniowych
wklestych. W Suplemencie 1 do przewodnika? rozktady te sa ozna-
czone odpowiednio jako Trap i CTrap. Wyznaczono standardowe
odchylenia (SD) tych trzech podstawowych estymatoréw w funkcji
liczby n danych probki i stosunku g € [0;1] dlugosci podstaw tra-
pezu lub kurtozy E. Dla probek z rozktadu Trap wartos¢ SD $redniej
X jest najmniejsza w przedziale 0 < B < 0,35. Dla wigkszych S,
tj. dla 0,35 < g < 1, mniejszg warto§¢ SD ma Srodek rozstepu ¢,
(rys. 1). W pracach®? wykazano, ze dla probek z rozktadu Trap
w catym zakresie S jeszcze mniejsza, i to co najmniej o 20%, jest
warto$¢ SD dwuelementowego (2C) estymatora 0,5(X + q,,)- Synteze¢
tych badan i poréwnanie estymatorow 1C i 2C zawiera monografia”.

wartos¢
srednia P
D

1 08 0.6

Fig. 1. Standard deviations SD of mean and midrange size of samples of linear trapeze
PDF Trap (a, b) as function of ratio = a/b of linear trapeze bases and sample number

n; lower figure SD in function of 5 for n = 4007

Rys. 1. Standardowe odchylenia SD wartosci sredniej i Srodka rozpigcia probek
o PDF w postaci trapezu liniowego Trap (a, b) w funkcji stosunku podstaw trape-

zu f# = a/b i liczby danych prébki n; u dotu SD w funkcji # dla n = 400"

W praktyce, gdy rodzaj rozkladu danych pomiarowych menzu-
randu nie jest znany a priori, to jego jednoznaczna identyfikacja
wymaga probki o duzej liczbie danych. Zbadamy metoda MC dla
probek z rozktadu Trap, jakie wyniki mozna uzyska¢ alternatywnag
metoda maksymalizacji wielomianu PMM (polynomial maximization
method)®. W jej rbwnaniach wykorzystuje si¢ kumulanty, gdyz wow-
czas otrzymuje si¢ prostsze wzory. Kumulanty oblicza si¢ z central-
nych momentoéw probki. Dla rozktadu normalnego powyzej czwartego
rzedu sa one réwne zeru.

Matematyczne sformutowanie problemu

Symbolem 6 oznaczono ocen¢ warto$ci menzurandu wyznaczana
z probki rozproszonych danych pomiarowych metoda PMM. Wartosé
te estymuje si¢ przez statystyczng analize wektora X = {xl,xz,...xn}.
Zaktada sig, ze dane losowe x, s niezalezne, jednostajnie roztozone
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i o warto$ciach opisanych modelem ¢=¢+¢. W modelu tym £
jest wycentrowang zmienng losowa. Jako przyklad rozpatrzy si¢
probki z populacji o rozktadzie Trap w postaci symetrycznego trapezu
o liniowych bokach, szeroko$ci dolnej podstawy 4 i stosunku dtugosci
podstaw f. Poprzez proby statystyczne metoda MC dokonywane
M = 10* razy nalezy zbada¢ oceny parametrow probki wyznaczone
metodg PMM, tj. doktadno$¢ i zbieznos¢ rozktadu empirycznego do
funkcji Gaussa, w zaleznoséci od liczby danych n probki. Ponadto
nalezy poréwnac¢ z ocenami dokladnosci wartosci $redniej i $rodka
rozpiecia jako estymatorow menzurandu.

Wyznaczenie ocen metoda PMM i ich wtasciwosci
Podstawy teoretyczne metody PMM

Wedlug metody maksymalizacji wielomianu PMM podanej przez
Kunchenko” oszacowanie warto$ci badanego parametru @ jest rozwia-
zaniem uktadu réwnan stochastycznych (1):

zh ©)a,-a,0)] =0 (1)

0=0
w ktorych s oznacza rzad wielomianu uzytego do szacowania para-

metrow,a /(0)i @, = li x! to teoretyczne i poczatkowe momenty
v=I
probki i-tego rzedu.

Wspotezynniki 7(9) (dla) i=1,s Wyznacza sig, rozwia-
zujac uktad algebraicznych rownan liniowych rzedu s podany
dla warunkéw minimalizacji wariancji poszukiwanej estymaty
warto$ci parametru 6, okreslony rownaniem (2):

> h0)F,(0)-=a(0). j=15 @)

wkiorym £, (6) =, (6)-, 0, (6).

Kunczenko” wykazal, Ze wielomianowe oceny 0 stanowigce
rozwigzania uktadu réwnan (1) sa zgodne i asymptotycznie nie-
obcigzone. Aby oszacowac niepewno$¢, nalezy znalez¢ objetosc
wyodrebnionej informacji J,,,) 0 estymowanych parametrach 6,
opisang ogodlnie wzorem (3):

Ty =121 (0)-a1(0) G

Sens statystyczny funkcji J (o) jest taki sam jak w klasycznej
koncepcji Fishera o ilosci informacji. Jezeli n — o0, to jej
odwrotno$¢ dazy do wariancji estymaty (4):

o—(ze)s = }gg'] ;nl(e) “4)

Estymatory symetrycznych rozktadéw zmiennych losowych
wg metody PMM

W pracy” wykazano tez, ze oszacowanie warto$ci sktadowej statej
metoda PMM w przypadku szczegdlnym przy stopniu wielomianu
s = 1 jest rownowazne oszacowaniu $redniej arytmetycznej dla
dowolnego rozkladu zmiennej losowej. W pracy tej wykazano
rowniez, ze przy symetrii rozktadu warto$ci wspotczynnikow dla
nieparzystych kumulantow x sa réwne zeru, za$ dla wielomianow
stopnia s = 2 estymaty sprowadzaja si¢ do liniowych. Przy uzyciu
wielomiandw stopnia s = 3 znalezienie estymat parametrow wg
algorytmu PMM dla symetrycznych rozktadow wymaga rozwiaza-
nia stochastycznego rownania trzeciego stopnia (5):

ab’ +b6* +cO+d| =0 (5)
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w  ktorym  a=y, b=-3y,4, d=(6+12y,+7 )58 -1.d,
=37k, _(6+1274 +76)K2 +374[&2 _Kz]’ kumulanty: &, =m, &,=pu,,
K, = 1, =34, Ko = g —15 w1, — 1043 +3023, a wspotezynniki kumulan-
tow: 7, = K, /K, , ¥ = Ko/ K-

We wzorze (5) statystyki ¢,, i = B , podobnie jak i we wzorze (1),
s3 momentami poczatkowymi probki, za$ «,, y, i y, to kolejno: teore-
tyczny kumulant 2. rzgdu i wspotczynniki kumulantow rzedow 4. i 6.
zmiennej losowej ¢,. Rownanie stochastyczne (5) daje si¢ rozwigzaé
analitycznie przez zastosowanie wzoréw Cardana®?).

Estymata odchylenia standardowego
wg metody PMM dla rozktadéw symetrycznych

Estymator wariancji $redniej arytmetycznej (identyczny jak dla
metody PMM przy s = 1) nie zalezy od warto$ci oszacowania para-
metru 6. Jest on okre$lony dla probki przez wariancje drugiego rzgdu
u, réwng kumlantowi x, podzielonemu przez liczbg jej danych n, wg
wzoru (6):

Oy =2 ©)
n
Wykorzystujac wzor (3) opisujacy wielko$¢ uzyskanej informacji
0 badanym parametrze, otrzymano wyrazenie analityczne® ? dla war-
tosci asymptotycznej wariancji Oy PIZY n— o, oszacowanej metoda
PMM. Podaje ja wzor (7):

2
2 K Va
R | P E— 7
(o) n{ 6+9y4+y6} 0
Wynika z niego wzor (8) dla wspotczynnika stosunku wariancji:
2 2
_ %0 _ 7
Gop= o1 g
o 0'(26)1 6+97,+7s ®

Wartosci () naleza do przedziatlu (0; 1]. Zaleza one tylko od wilasci-
wosci rozktadu prawdopodobienstwa okreslonych przez wspotezynniki
kumulantow y, iy, ®.

Statystyczne modelowanie estymatoréw

Implementacji modelowania statystycznego dokonano za pomoca
pakietu oprogramowania opracowanego w s$rodowisku MATLAB.
Wykorzystano metode MC, oparta na wielokrotnie powtarzanych
testach o losowo zmienianych danych. Umozliwiala ona analiz¢
doktadnosci proponowanych algorytmow statystycznej estymacji wie-
lomianowej i zbadanie probabilistycznych wiasciwos$ci uzyskanych
oszacowan. Jako kryteria stuzace do poréwnywania skutecznosci
stosowano eksperymentalne stosunki wariancji opisane wzorami (9):

A &(6)3 N O(0)3
S =22 > 403~ = ©)
o 0'(29)1 s 0'(29)1//2

w ktorych &(Zg)m, &(29)1 i 6_(29)3 oznaczajg usrednione dla M prob MC
warto$ci oszacowan wariancji parametrow 6, obliczone odpowiednio
dla statystyk $rodka rozpigcia ¢, ,,, Sredniej arytmetycznej X i metoda
PMM o stopniu wielomianu s = 3.

Wiarygodno$¢ wynikow symulacji algorytmami estymacji staty-
stycznej zalezy od dwu czynnikow: wielkosci probki (czyli liczby n
elementow wektora X) i od liczby M statystycznych eksperymentow
wykonanych w jednakowych warunkach poczatkowych (warto§¢ f
trapezu).

Obliczenia wartosci estymat metoda wielomianowa PMM nie
wymagaja informacji o rodzaju rozktadu. Korzystano z wartosci trzech
parametrow modelu: x,, y, i y,. W badaniach opisanych w pracy®
wartosci tych parametréw modelu obliczono z analitycznych wyra-
zen wigzacych parametry rozkladu gestosci prawdopodobienstwa
(pdf), uwzgledniajac momenty poczatkowe, odpowiednie kumulanty
i wspotczynniki kumulantow. Jednak w praktyce, gdy informacje na

temat rozktadu pdf i/lub warto$ci ich parametréw nie sg znane a priori,
mozna zastosowa¢ podejécie adaptacyjne, wykorzystujac w danym
badaniu oszacowania a posteriori. Uzyskano je za pomoca zaleznosci
asymptotycznych ze wzoru (10):

Y P Py )
=iy P2 = =3, 707 g 152 +30 (10)

w ktorym £, oznacza moment centralny i-tego rzedu wyznaczony
z probki (11):

N TP
:u[_nz(xv .X')

v=l

(1

W tabeli 1 przedstawiono wyniki badan uzyskane z symulacji
Monte Carlo. Wspotczynniki stosunkow wariancji uzyskano do§wiad-
czalne z M = 10* prob i réznych wartosci parametru . Analiza danych

Table 1. The coefficients of the variance ratio of estimates

Tabela 1. Wspoétczynniki stosunku wariancji estymat

Wyniki modelowania
g(e)s = 6'(29)3 / 6_(29)1 oy = &(29)3 / CA’(ZB)V/Z
B 8oy
n
20 50 200 20 50 200
p=1 0,3 0,56 | 0,36 | 0,32 2,15 | 3,51 | 104
=075 | 036 | 0,61 | 0,45 | 038 1,53 | 1,29 | 1,04
£=0,5 0,55 | 0,78 | 0,63 | 0,57 1,02 | 0,85 | 0,74
=025 | 076 | 0,97 | 0,86 | 0,79 0,9 0,77 | 0,71
=0 0,84 | 1,03 | 0,95 | 0,87 0,84 | 0,76 | 0,69

zawartych w tej tabeli wykazala znaczng korelacj¢ pomigdzy oblicze-
niami analitycznymi i wynikami modelowania statystycznego. Wraz ze
wzrostem liczby danych n w probee ¥ rdéznica pomiedzy teoretycznymi
(o) i eksperymentalnymi &(y; wartoéciami wspotczynnikow stosunku
wariancji zmniejszata si¢ (np. dla n = 50 réznica ta nie przekraczata
20%, a przy n = 200 spadata juz ponizej 10%). Ogolnie, potwierdzila
si¢ asymptotyczna wlasciwos¢ o ilosci pobranej informacji o badanym
parametrze, opisanej wzorem (4) i wykorzystywanej do obliczania
estymat wariancji metoda wielomianowa PMM.

Analiza pelnego zestawu wynikoéw symulacji statystycznej z tabeli
1 potwierdzita tez, ze efektywno$¢ zastosowania danej statystyki do
oszacowania niepewnosci parametréw rozkladu istotnie zalezy od
przyjetego modelu opisujacego losowe bledy pomiarowe i od liczebno-
$ci n probki. Na podstawie wynikow wielu powtérzonych badan meto-
da MC probek o n = 15...200 danych stworzono rys. 2. Przedstawia on

B

Srodek rozstgpu

0.8r

0.6

04

0.2

100 150 n

Fig. 2. Areas of effectiveness of methods for finding estimates of the trapezoi-
dal distribution standard deviation

Rys. 2. Obszary efektywnosci metod znajdowania estymat standardowe-

go odchylenia rozktadu trapezowego
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w funkcji wartosci parametrow # i f§ granice obszarow, ktore wg kryte-
rium minimalnej wariancji pokazuja obszary najwigkszej efektywnosci
trzech statystyk: parametru 0 wg metody PMM, $redniej arytmetycznej
X i érodka rozstepu q,,- Tu tez dla probek z rozktadu Trap wystepuje
podana w pracach®? granica obszaru 1 > > 0,35 o mniejszej wartosci
SD srodka rozpigcia niz $redniej arytmetycznej.

Innym waznym rezultatem modelowania statystycznego byto
potwierdzenie tezy o asymptotycznym dazeniu (przy n — o) rozktadu
estymat parametréw wielomianu metody PMM do rozktadu Gaussa.
Mozna to wykorzysta¢ do wyznaczania niepewnosci rozszerzone;j.

Przykltady wynikoéw modelowania podano na rys. 3. Pokazuje on
rozktady otrzymanych eksperymentalnie wartosci liczbowych ocen
dla warto$ci menzurandu wg metody PMM, (dla s = 3) oraz $rodka
rozpiecia i $redniej arytmetycznej. Dane wejsciowe to M = 10* prob
(trials) metoda MC dla probek o n = 50 danych. Zawieraja one oceny
parametru 6 = 0 dla trapezowego rozktadu btedu przy f= 0,51 L= 6.

a) p
O Srodek rozstepu Estym 7,
0.9999 || = —$rode|f rozstepu Gauss 01
0.999 o sredn!a Estym
=== Srednia Gauss
0.99 ¢ PMM_3 Estym
00?95 = PMM_3 Gauss
0.75
0.5
0.25
0.1
0.05
0.0001
’
-1 -0.5 0 0.5 1
(7]
) 1
08} ;i - i
06t _i : n
I |
I
04 : i ]
i ! I
0.2f 1 ! |
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021 ] | :
|
0.4 : ! ]
I
- . ¥
¥ o+
-0.8 - - . =
-1 [ ye e
Srodek rozstepu  Srednia PMM;

Fig. 3. The empirical distribution of estimates of the SD parameter: a) the
probabilistic graph (Q-Q plot) of Gaussian approximation; b) a plot of the type
Box-plot (99% confidence interval)

Rys. 3. Empiryczne rozktady estymat parametru SD: a) wykres probabi-
listyczny (Q-Q wykres) przyblizenia do funkcji Gaussa; b) wykres typu
box-plot (dla przedziatu ufnosci 99%)

Adekwatnos¢ hipotezy o gaussowskim rozktadzie estymat meto-
dy PMM sprawdzono takze za pomoca wbudowanego w opro-
gramowanie MATLAB testu Lillieforsa opartego na statystyce
Kotmogorowa i Smirnowa. W tabeli 2 przedstawiono wyniki tych
badan jako zestaw parametrow wyjsciowych testu, w ktorym CV
oznacza krytyczna warto$¢ statystyki testu; LSTAT wybrang wartosé¢
statystyki testowej, a P poziom istotnos$ci. Jesli LSTAT < CV to przy
zadanym poziomie istotnosci ¢, = 0,05 hipotezy zerowej (Gaussa)
nie odrzucano.
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Table 2. Results of testing hypotheses of Gaussianity of the empirical distribu-
tion estimates, found by PMM, method of degree s = 3

Tabela 2. Wyniki badania hipotezy o gaussowskim rozktadzie wyznaczo-
nym metodg PMM, (dla s = 3)

Wiyniki testu Lillieforsa
5 i LSTAT P
n
20 50 200 20 50 200
L =1 0,029 | 0,021 | 0,008 | 0,001 | 0,001 | 0,12
L =0,75 0,028 | 0,016 | 0,007 | 0,001 | 0,002 | 0,18
£ =0,5 0,009| 0,014 | 0,007 | 0,005 | 0,002 | 0,18 0,5
£ =0,25 0,01 | 0,008 | 0,005 | 0,006 | 0,19 0,5
=0 0,008 | 0,007 | 0,005 | 0,18 | 0,21 0,5

Podsumowanie

Przedstawione badania pozwalaja sformutowaé¢ ogélny wniosek
o mozliwosci wykorzystania metody maksymalizacji wielomianu
PMM do oszacowania odchylenia standardowego rozktadu trapezowe-
go, czyli jego niepewnosci u, .

Analiza taczna uzyskanych wynikow wykazuje, ze dla szerokiego
zakresu warto$ci parametréw opisujacych wiasciwosci probabili-
styczne rozktadu trapezowego (zakres wartosci f byt petny) estymaty
odchylenia standardowego SD obliczone metoda Monte Carlo dla
metody wielomianowej PMM; sg bardziej efektywne (majg mniejsza
wariancj¢) w poréwnaniu z estymatami SD obliczonymi dla $redniej
arytmetycznej i1 $rodka rozstgpu. Wielko$ci zmniejszenia wariancji
estymat, jak i stopien normalizacji ich rozktadu w duzej mierze zaleza
od liczby danych w probkach.

Omowiona tu niekonwencjonalna metoda PMM opiera si¢ na
pierwszych kilku kumulantach wyznaczanych z danych probki. Mozna
ja z powodzeniem stosowa¢ do wyznaczania wyniku pomiaréw, gdy
rozktad danych probki jest a priori nieznany, a zbyt mata liczba tych
danych uniemozliwia jednoznaczng jego identyfikacje.

Otrzymano: 22-06-2015
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