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ПЕРЕДМОВА 

 

Курс «Теорія многочленів» за навчальними програмами 

вищих навчальних закладів входить як розділ до курсу «Вища 

математика». Вивчення курсу передбачає розширення і 

поглиблення знань студентів по темі «Многочлени» з шкільного 

курсу математики. 

Даний навчально–методичний посібник містить 

довідково–теоретичний матеріал по темах «Многочлени від 

однієї змінної», «Многочлени від кількох змінних», 

«Многочлени над числовими полями». В кожному розділі 

наведено приклади детального розв’язку типових задач. 

Матеріал посібника допоможе студентам вищих 

навчальних закладів, які вивчають курс «Лінійна алгебра», 

«Аналітична геометрія та лінійна алгебра», «Вища математика» 

в організації самостійної роботи та підготовці до занять. 

Навчальний посібник містить словник основних понять та 

означень многочленів, що значно полегшує самостійну роботу 

студентів. 
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РОЗДІЛ 1. МНОГОЧЛЕНИ ВІД ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

 

1.1. Кільце многочленів над областю цілісності 
Означення. Комутативне кільце, в якому не існує 

дільників нуля називається областю цілісності. 

Означення. Многочленом (поліномом) від однієї змінної 

над областю цілісності R називається вираз виду 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

x

n ++++= −

−
, 

де n  – довільне ціле невід’ємне число,  

    1 0,..., ,na a a  – елементи R,  

    nxxx ,...,, 2  – деякі символи,  

    
kx  – k–ий степінь змінної x , 

    ka  – k–ий коефіцієнт многочлена або коефіцієнт при 
kx  

( nk ,1= ). 

Означення. Вираз k

k xa  ( nk ,1= ) називається k–тим 

членом або членом  k–го степеня многочлена 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

x

n ++++= −

− , а число 0a  називається 

нульовим або вільним членом. 

Якщо 0=ka  (тобто є нульовим елементом області 

цілісності R), то кажуть, що k–тий член многочлена ( )xf  

дорівнює нулю або його немає. 

Означення. Відмінний від нуля член многочлена ( )xf , 

степінь якого більший за степінь усіх інших відмінних від нуля 

членів цього многочлена, називається старшим членом, його 

коефіцієнт – старшим коефіцієнтом, а його степінь – степенем 

многочлена ( )xf . 

Степінь многочлена ( )xf  позначають  fdeg . Многочлени 

нульового степеня називають константами і позначають 

( ) 0=х . 



8 

Нехай дано два многочлени над областю цілісності R : 

( ) 1

1 1 0...n n

n nf x a x a x a x a−

−= + + + + ,

( ) 01

1

1 ... bxbxbxbxg m

m

m

m ++++= −

−
. 

Означення. Многочлени ( )xf  і ( )xg  називаються 

рівними між собою ( ) ( )xgxf = , якщо їх канонічні форми 

збігаються, тобто мають однакові степені і попарно рівні 

відповідні коефіцієнти (алгебраїчна рівність многочленів). 

Означення. Сумою многочленів ( )xf  і ( )xg  називають 

многочлен ( ) ( )1 1

1 1...n n m m

n n m m ms x a x a x a x a b x− +

− += + + + + + +  

( ) ( ) ( )1

1 1 1 1 0 0...m

m ma b x a b x a b−

− −+ + + + + + + ,  

тобто ( ) ( ) ( )xgxfxs +=  ( )0 mn . 

Наслідок 1. Якщо ( )  xRxf  , ( )  xRxg  , то 

( ) ( )  xRxgxf + . 

Наслідок 2. Степінь суми двох многочленів не 

перевищує більшого з степенів даних многочленів: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )xgxfxgxf deg,degmaxdeg + . 

Наслідок 3. Для довільного многочлена ( ) ][xRxf   і 

( ) ][xRx  :      ( ) ( ) ( ).xfxxf =+  

Означення. Добутком многочленів ( )xf  і ( )xg  

називають многочлен  

( ) 01

1

1 ... cxcxcxcxp mn

mn

mn

mn ++++= −+

−+

+

+ , 

де ( )0 1 1 1 1 0

0

... 0,1,...,
k

k k j j k k k k

j

c a b a b a b a b a b k n m− − −

=

= = + + + + = +  

або 
=+

=
kji

jik bac , mjпри0b0,j-k при0 j ==− jka , тобто 

( ) ( ) ( )xgxfxp = . 

Наслідок 4. Якщо ( ) ][xRxf  , ( ) ][xRxg  , то 

( ) ( ) ][xRxgxf  . 

Наслідок 5. Якщо ( )xf  і ( )xg  не є нуль–многочленами, 

то ( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgxf degdegdeg += . 
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Наслідок 6. При множенні двох многочленів, з яких один 

є нуль–многочленом, дістаємо нуль–многочлен: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x g x x f x g x x  =  =  = . 

Теорема 1. Сукупність  xR  всіх многочленів над 

областю цілісності R  є область цілісності відносно операцій 

додавання та множення многочленів. 

Наслідок.  xR  кільце з одиницею тоді і тільки тоді, коли 

R  кільце з одиницею. 

Якщо многочлен ( )  xRxf   має канонічну форму i 

][xR , то вираз ( ) 01

1

1 ... aaaaf n

n

n

n ++++= −

−   з кільця 

R називається значенням многочлена ( )xf  при =x . 

Якщо ( ) 0=f , то число   називається коренем 

многочлена ( )xf . 

Теорема 2. Якщо ( )xf  – будь–який многочлен над 

областю цілісності R , а C  – деяке комутативне кільце, яке є 

розширенням R , то поставивши кожному елементу C  у 

відповідність елемент ( ) Cf  , отримаємо функцію 

( ) ( ) fCC ff =→ ;: . 

Кожен многочлен ( )  xRxf   визначає відображення 

RRf →:  будь–якого комутативного розширення C  кільця R  

в себе. 

Теорема 3. Нехай ( )xf  і ( )xg  – многочлени над областю 

цілісності R , ( ) ( ) ( )xgxfxs += , ( ) ( ) ( )xgxfxp = , а C  – будь–яке 

комутативне розширення кільця R , тоді C  

( ) ( ) ( ) gfs += , ( ) ( ) ( ) gfp = , тобто ;s f g  = + p f g  =  . 

Теорема 4. Якщо R  – область цілісності характеристики 

0, то многочлен ( )  xRxq   є нуль–многочленом тоді і тільки 

тоді, коли його значення в усіх точках області R  дорівнюють 

нулю. 

Наслідок. Якщо область цілісності R  має 

характеристику 0, то многочлени ( ) ( )  xRxgxf ,  рівні між 
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собою тоді і тільки тоді, коли рівні функції 
f  і 

g , які вони 

визначають (функціональна рівність многочленів). 

Алгебраїчне і функціональне тлумачення многочленів 

над числовими полями рівносильні над областю цілісності 

характеристики 0. 

Якщо многочлени рівні алгебраїчно, то очевидно вони 

рівні і функціонально. Обернене твердження не виконується. 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Встановити рівність чи відмінність між 

многочленами у кільці  xC : 

( )
4

23245 232
5

log

1


tgxxxxf −+−−=

−
, 

( ) ( ) ixixxf −+−−







−= 21

6
sin1 223

2


, 

( ) ( ) 4223

3 213
2

1
ixixxxf −−−−= , 

( ) 22
3

cos 7233

4 +++= ixixxf


, 

( ) 02232

5 2
3

cos41
366

1
−−








−−








+= xxtgxtgxf


. 

Розв’язання.  

Виконуючи арифметичні обчислення, отримаємо такі 

многочлени, рівносильні даним: 

( ) ( ) 1213
2

1 23

1 −+−−= xxxxf , оскільки 
2

1

5

1
5

2
5

log

2
5

log
==

−
, 

( ) =−=−=− 1313324
2

3 1− , 1
4
=


tg . 

( ) iixxxf −+−= 22
2

1 23

2 , оскільки 
2

1

2

1
1

6
sin1 =−=−


,  
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( ) iiiii 2121121 22
−=+−−=+−=− . 

( ) ( ) 1213
2

1 23

3 −+−−= xxxxf , оскільки 22 2 =− i , 14 =i . 

( ) iixxxf −+−= 22
2

1 23

4 , оскільки 
2

1

3
cos =


, ii 22 3 −= , ii −=7

. 

( ) ( ) 113
2

1 23

5 −−−+= xxxxf , оскільки 
2

1

66

1 2 =+


tg , 

131
3

−=−


tg , 1
3

cos4 2 =


, 120 = . 

Отже, рівними є такі многочлени: ( ) ( )1 3 ,f x f x=  

( ) ( )2 4f x f x= . 

Приклад 2. Знайти всі цілі значення a  і b , при яких 

многочлени є квадратом деякого многочлена )(xg  з того самого 

кільця та записати многочлен )(xg : 

a) 18)( 234 +−++= xbxaxxxf  з кільця  xZ ; 

b) 1116)( 234 ++++= axxxxxf  з кільця  xZ ; 

c) 14)( 24 −+= xaxxf  з кільця  xZ 5 ; 

d) axxxxxf +−+−= 816129)( 234  з кільця  xZ . 

Розв’язання. 

а) Многочлен )(xf  має степінь 4. Тому степінь шуканого 

многочленна )(xg  (якщо він існує!) рівна 2. Нехай 

kdxcxxg ++= 2)( , 0c  і ( ) ( )( )2xgxf = . Запишемо многочлен 

( )( )2xg  у канонічній формі: 

( )( ) ( ) 222342222
222)( kdkxxdckcdxxckdxcxxg ++++=++= + . 

З умови алгебраїчної рівності многочленів маємо систему 

рівнянь: 
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













=

−=

=+

=

=

.1

,82

,2

,2

,1

2

2

2

k

dk

bdck

acd

c

 

З першого і останнього рівнянь системи знаходимо, що 

1== kc . Це означає, що дана система рівносильна сукупності 

чотирьох систем: 














−=

=

−=

=

=

.4

,18

,8

,1

,1

d

b

a

k

c

        














=

=

=

−=

=

.4

,14

,8

,1

,1

d

b

a

k

c

       














−=

=

=

=

−=

.4

,14

,8

,1

,1

d

b

a

k

c

         














=

=

−=

−=

−=

.4

,18

,8

,1

,1

d

b

a

k

c

 

Отже, при 8−=a  і 18=b  многочлени )(1 xg  і )(2 xg  

мають вигляд: ,14)( 2

1 +−= xxxg 14)( 2

2 −+−= xxxg . При 8=a  

і 14=b  отримуємо такі многочлени: 2

1( ) 4 1,g x x x= + −  

2

2( ) 4 1.g x x x= − − +  

b) Аналогічно kdxcxxg ++= 2)( , 0c  і ( ) ( )( )2xgxf = . 

Запишемо многочлен ( )( )2xg  у канонічній формі: 

( )( ) ( ) 222342222
222)( kdkxxdckcdxxckdxcxxg ++++=++= + . 

З умови алгебраїчної рівності многочленів маємо систему 

рівнянь: 















=

=

=+

=

=

.1

,2

,112

,62

,1

2

2

2

k

adk

dck

cd

c

 



13 

З першого і останнього рівнянь системи знаходимо, що 

1== kc . Це означає, що дана система рівносильна сукупності 

чотирьох систем, дві з яких мають розв’язки: 













=

=

=

=

.6

,3

,1

,1

a

d

k

c

        













=

−=

−=

−=

.6

,3

,1

,1

a

d

k

c

 

Отже, при 6=a  многочлени )(1 xg  і )(2 xg  мають вигляд: 

,13)( 2

1 ++= xxxg 13)( 2

2 −−−= xxxg . 

с) Аналогічно kdxcxxg ++= 2)( , 0c  і ( ) ( )( )2xgxf = . 

Запишемо многочлен ( )( )2xg  у канонічній формі: 

( )( ) ( ) 222342222
222)( kdkxxdckcdxxckdxcxxg ++++=++= + . 

З умови алгебраїчної рівності многочленів маємо систему 

рівнянь: 















=

−=

=+

−=

=

.

,82

,162

,122

,9

2

2

2

ak

dk

dck

cd

c

 

З першого рівняння системи знаходимо, що 3c =  . Це 

означає, що дана система рівносильна сукупності двох систем: 













=

=

−=

=

.4

,2

,2

,3

a

k

d

c

        













=

−=

=

−=

.4

,2

,2

,3

a

k

d

c

 

Отже, при 4=a  многочлени )(1 xg  і )(2 xg  мають вигляд: 

,223)( 2

1 +−= xxxg 223)( 2

2 −+−= xxxg . 

d) Многочлен )(xf  має степінь 4. Тому степінь шуканого 

многочленна )(xg  (якщо він існує!) рівна 2. Нехай 
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kdxcxxg ++= 2)( , 0c  і ( ) ( )( )2xgxf = . Запишемо многочлен 

( )( )2xg  у канонічній формі: 

( )( ) ( ) 222342222
222)( kdkxxdckcdxxckdxcxxg ++++=++= + . 

З умови алгебраїчної рівності многочленів маємо систему 

рівнянь: 















=−=

=

=+

=

=

4.1

,02

,2

,02

,4

2

2

2

k

dk

adck

cd

c

 

З першого і останнього рівнянь системи знаходимо, що 

1== kc . Це означає, що система рівносильна сукупності 

чотирьох систем: 

      













==

=

=

=

.38

,2

,0

,2

a

k

d

c

      













=−=

=

=

=−=

.28

,2

,0

,32

a

k

d

c

     













=−=

=−=

=

=

.28

,32

,0

,2

a

k

d

c

      













==

=−=

=

=−=

.38

,32

,0

,32

a

k

d

c

 

Отже, при 3=a  многочлени )(1 xg  і )(2 xg  мають вигляд: 

,22)( 2

1 += xxg 33)( 2

2 += xxg . При 2=a  отримуємо такі 

многочлени: .23)(,32)( 2

2

2

1 +=+= xxgxxg  

Приклад 3. Довести, що з функціональної точки зору 

наступні многочлени дорівнюють один одному: 

1222)(,12)( 232 +++=++= xxxxgxxxf  з кільця ][3 xZ . 

Розв’язання.  

 }2,1,0{3 =Z  – остачі від ділення на 3 (лишки за модулем 3). 

З функціональної точки зору многочлени рівні, якщо рівні між 

собою функції f і g , які вони визначають, тобто, якщо функції 

набувають однакових значень при однакових лишках: 
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,211128)2(

,14112)1(

,1)0(

==++=

==++=

=

f

f

f

   

.22914816)2(

,171222)1(

,1)0(

==+++=

==+++=

=

g

g

g

 

Запишемо результати у таблицю: 

x  0  1  2  

)(xf  1  1  2  

)(xg  1  1  2  

Отже, ( ) ( )f x g x=  з функціональної точки зору. 

Приклад 4. Знайти суму коефіцієнтів многочлена ( )xf  у 

кільці ][7 xZ , якщо ( )2 5 4 3 2( ) 2 6 5 ( 3 2 )f x x x x x x x x= + − + + − + − +  

2 3( 3 1)( 5 2)x x x x+ − + + + . 

Розв’язання.  

       Сума коефіцієнтів дорівнює значенню многочлена при 1=x . 

( )(1) 2 1 6 5 (1 3 2 1 1) (1 3 1)(1 5 2) 2 8

6 1.

f = + − + + − + − + − + + + = − =

= − =
 

Приклад 5. Чи є кільцем множина К всіх многочленів з 

кільця  xZ , які не містять вільного члена? 

Розв’язання.  

Нехай ( ) xaxaxaxf n

n

n

n 1

1

1 ...+++= −

− ,         

( ) xbxbxbxg m

m

m

m 1

1

1 ...+++= −

−  і nm  . 

Тоді ( ) ( ) ( ) ( )xbaxbaxbxgxf n

nn

m

m 11...... ++++++=+ , 

        ( ) ( ) ( ) ( )xbaxbaxbxgxf n

nn

m

m 11...... −++−++−=− , 

        ( ) ( ) 2

11... xbaxbaxgxf mn

mn ++= + . 

Це означає, що ( ) ( )xgxf + , ( ) ( )xgxf − , ( ) ( )xgxf   також 

не містять вільних членів, тобто є елементами множини К. Отже, 

К є підкільцем кільця  xZ . 
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1.2. Теорія подільності многочленів. НСД і НСК 

многочленів 
Теорема 1. Довільний многочлен ( )  xPxf   ділиться з 

остачею на будь–який многочлен ( )  xPxg  , ( ) 0xg ; при 

цьому частка ( )xs  і остача ( )xr  також належать  xP  і 

визначаються однозначно, тобто 

( ) ( ) ( ) ( )xrxsxgxf += , 

причому ( ) 0=xr  або ( ) ( )xgxr degdeg  , де ( )xf  – ділене, ( )xg  – 

дільник, ( )xs  – частка, ( )xr  – остача. 

Теорема 2. Кільце  xP  многочленів над полем P  є 

евклідове кільце. 

Для знаходження частки і остачі від ділення многочлена 

( )xf  на ( )xg  над полем Р використовують різні методи: ділення 

“кутом”, метод невизначених коефіцієнтів, табличні схеми. 

Теорема 3 (Безу). Для будь–якого елемента   з поля P  

остача при діленні многочлена ( )  xPxf   на −x  дорівнює 

( )f . 

Розкласти многочлен ( )xf  за степенями −x  означає 

представити його у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( ) 01

1

1 cxcxcxcxf
n

n

n

n +−+−+−=
−

−  . 

Це зручно робити за схемою Горнера, де 1 2, ,..., nc c c   

являються частками при послідовному діленні многочлена ( )xf  

на −x . 

Означення. Многочлен ( )  xPxf   ділиться націло на 

( )  xPxg   (записується ( ) ( )xgxf  ), якщо остача ( )xr  при 

діленні ( )xf  на ( )xg  дорівнює нулю, тобто якщо існує 

многочлен ( )  xPxs   такий, що ( ) ( ) ( )xsxgxf = . 

Властивості подільності многочленів: 

1) ][)(),(),( xPxhxgxf        

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x h x f x h x    ; 
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2) ][)(),(),( xPxhxgxf        

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )f x h x g x h x f x g x h x     ; 

3) ][)(),( xPxhxf        

  ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( )f x h x g x P x f x g x h x    ; 

4) ( ) ][),...,(1 xPxfxf m             

  ( ) ( ) ( ) ( )  xhxfxhxf m  ...1  ( ) ( )  1 ,..., mg x g x P x   

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 ... m mf x g x f x g x h x + +  ; 

5)  0\][)(),( PcxPxgxf   ( ) cxf  ; 

6)  0\][)(),( PcxPxgxf   ( ) ( ) ( ) ( ) xcgxfxgxf   . 

Означення. У кільці  xP  многочлени ( )xf  і ( )xg  

асоційовані, якщо вони відрізняються лише множником, який є 

відмінною від нуля константою: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfcxf
c

xcgxf === −11
xgабо . 

Означення. Якщо многочлен ( )xd  є дільником 

многочлена ( )xf  і многочлена ( )хg , то він називається спільним 

дільником ( )xf  i ( )хg . 

Означення. Спільний дільник многочленів ( )xf  і ( )хg , 

який ділиться на кожен інший спільний дільник ( )xf  і ( )хg , 

називається найбільшим спільним дільником (НСД). 

Позначається ( ) ( )( ),f x g х . 

Означення. Многочлени ( ) ( )  xPxgxf ,  називаються 

взаємно простими, якщо їх спільний дільник є многочленом 

нульового степеня: ( ) ( )( ) 1, =xgxf . 

Теорема 4. Для будь–яких двох многочленів 

( ) ( )  xPxgxf ,  існує найбільший спільний дільник ( )xd , 

причому ( )xd  можна подати у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xVxgxUxfxd += , 

де ( )xU  і ( )хV  – деякі многочлени з  xP . 
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Таке представлення називається лінійним представленням НСД. 

Наслідок. Многочлени ( ) ( )  xPxgxf ,  взаємно прості 

тоді і тільки тоді, коли існують многочлени ( ) ( )  xPxVxU ,  

такі, що 

( ) ( ) ( ) ( ) 1=+ xVxgxUxf . 

Властивості взаємно простих многочленів: 

1) ][)(),(),( xPxhxgxf   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 1,1,1, === xhxgxfxhxfxgxf ; 

2) ][)(),(),( xPxhxgxf   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) xhxgxhxfxhxgxf  = 1, ; 

3) ][)(),(),( xPxhxgxf 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), 1f x g x f x h x g x h x f x g x h x   =   . 

Для знаходження найбільшого спільного дільника двох 

многочленів використовують алгоритм Евкліда. 

Нехай дано многочлени ( )xf  і ( )хg , причому 

( ) ( )xgxf degdeg  . Виконаємо послідовне ділення з остачею: 

 ( ) ( ) ( ) ( )xrxsxgxf 11 += , 

 ( ) ( ) ( ) ( )xrxsxrxg 221 += , 

 ( ) ( ) ( ) ( )xrxsxrxr 3321 += , 

 ……………………. 

 ( ) ( ) ( ) ( )xrxsxrxr nnnn += −− 12 , 

 ( ) ( ) ( )xsxrxr nnn 11 +− = . 

Остання, відмінна від нуля, остача ( )xrn  у цій системі 

рівностей і є НСД многочленів ( )xf  і ( )хg . 

Властивості НСД: 

1) Будь–які многочлени ( )xf  і ( )хg  мають тривіальні НСД – 

дільники одиниці кільця  xP ; 

2) Якщо ( )xd  – НСД многочленів ( )xf  і ( )хg , то 0c  і  

( )xcd  – теж НСД многочленів ( )xf  і ( )хg . 
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3) Якщо ( )xd  i ( )xd1  – НСД многочленів ( )xf  і ( )хg , то 

( ) ( )xdxd 1 , бо ( )xd  – НСД, а ( ) ( )xdxd 1 , бо ( )xd1  – НСД. Тоді 

( )xd  i ( )xd1  – aсоційовані, тобто ( ) ( )xcdxd =1 , де ,c const=  0c  . 

Зауваження: НСД можна обчислювати з точністю до 

сталого множника. 

Означення. Спільним кратним многочленів 

( ) ( )  xPxgxf ,  називають будь–який многочлен ( )  xPxs   

такий, що 

( ) ( ) ( ) ( )s x f x s x g x . 

Означення. Найменшим спільним кратним (НСК) 

многочленів ( )xf  і ( )хg  називається їх спільне кратне, на яке 

ділиться кожне спільне кратне цих многочленів. Позначається 

( ) ( ) xgxf , . 

Теорема 5. Для будь–яких відмінних від нуля 

многочленів ( )xf  і ( )хg  найменше спільне кратне існує і 

визначається однозначно з точністю до сталого множника: 

( ) ( ) 
( ))(),(

)()(
,

xgxf

xgxf
xgxf = . 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Знайти необхідні і достатні умови 

подільності многочлена ( ) cbxxxf ++= 3  на ( ) 2 1g x x= + . 

Розв’язання. 

Необхідною і достатньою умовою подільності 

многочленів є рівність остачі нулю. Тому запишемо основну 

теорему алгебри для даних многочленів: 

( ) ( ) ( ) ( )xrxsxgxf += , тоді 

( )
( ) ( )

( )
( )

3 3 2 1 1

s x r xg x

x bx c x x x bx c x x b x c+ + = + − + + = + + − + . 



20 

З умови, що остача дорівнює нулю ( ) ( ) 01 =+−= cxbxr , 

отримаємо систему: 




=

=−

,0

,01

c

b
    





=

=

.0

,1

c

b
 

Отже, ( ) ( )f x g x  при 1, 0b c= = . 

Приклад 2. Виконати ділення многочлена 

( ) 4264 235 −+−= xxxxf  на многочлен ( ) 152 2 +−= xxxg  в 

кільці  xQ . 

Розв’язання.  

Виконаємо ділення «кутом» двох многочленів. 

            4264 235 −+− xxx       152 2 +− xx  

345 2104 xxx +−  ( )xsxxx =+++
4

79

2

17
52 23  

         234 2810 xxx +−  

         234 52510 xxx +−  

                  4317 23 −− xx  

                  3 285 17
17

2 2
x x x− +  

                           4
2

17

2

79 2 −− xx  

                           
4

79

4

395

2

79 2 +− xx  

                                      ( )xrx =−
4

95

4

361  

 Оскільки ( ) ( ) ( ) ( )xrxsxgxf += , то 

5 3 24 6 2 4x x x− + − = ( )152 2 +− xx 







+++

4

79

2

17
52 23 xxx +

361 95

4 4
x+ − . 

Приклад 3. Поділити з остачею многочлен 
344)( xxxf +=  на двочлен ixxg ++= 1)(  трьома способами. 

Розв’язання.  

1 спосіб. Поділимо многочлен ( )xf  на двочллен −x  “кутом”: 

 

 



21 

            344 xx +                  ix ++1   

( ) 34 444 xix ++       ( ) ( ) ( )xsixixix =−+−++− 6817434 23  

         ( ) 343 xi+−  

         ( ) ( )( ) 23 43143 xiixi ++−+−  

                  ( ) 217 xi −  

                  ( ) ( )( )xiixi 17117 2 −++−  

                           ( )xi68−  

                           ( ) ( )( )iixi 68168 −++−  

                                                  ( )xri =−− 142  

2 спосіб. Поділимо многочлен ( )xf  на двочллен −x  методом 

невизначених коефіцієнтів, використовуючи основну терему 

алгебри многочленів: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2deg,3deg,14 34 +++=+ xrxsxrxsixxx , 

тому  

( ) 01

2

2

3

3 AxAxAxAxs +++= ,  

( ) 01 BxBxr += , 

( )( ) ( )0101

2

2

3

3

34 14 BxBAxAxAxAixxx +++++++=+ . 

З алгебраїчної рівності многочленів маємо систему 

рівнянь: 















=

=

=

−−=

=















=++

=

=

−−=

=















=++

=++

=++

=++

=

14.--2iB

6i,-8A

1,-7iA

4i,3A

4,A

0,i)A(1B

6i,-8A

1,-7iA

4i,3A

4,A

               0,i)A(1B

0,i)A(1A

0,i)A(1A

1,i)A(1A

4,A

0

0

1

2

3

00

0

1

2

3

00

10

21

32

3

 

Тому ( ) ( ) ( ) ixixixxs 6817434 23 −+−++−= , ( ) 142 −−= ixr . 

3 спосіб. Поділимо многочлен ( )xf  на двочллен −x   за 

схемою Горнера i−−= 1 : 
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Робоча 

стрічка 

   4     1      0     0      0 

–1 – i 

 

 

 

   4 

 

 

 

A3 

–3 – 4i 

 

 

 

A2 

7i – 1 

 

 

 

A1 

–6i + 8 

 

 

 

A0 

–2i – 14 =        

( )r x  

 

 

B0 

Приклад 4. Розкласти многочлен ( ) 22 234 +++= xxxxf  

за степенями ( )1−x  в кільці  xZ 3 . 

Розв’язання.  

Виконаємо послідовне ділення многочлена ( )f x  на 

двочлен ( )1−x , використовуючи схему Горнера: 

 2  1  1  0  2  

1  2  3 = 0  1  1  0 =С0 

1  2  2  0  1 =С1  

1  2  4 = 1  1 = С2   

1  2  0 = С3    

1  2 = С4     

Маємо ( ) ( ) ( ) ( )1112
24

−+−+−= xxxxf . 

Приклад 5. Знайти остачу від ділення 

1)( 9911982 ++= xxxf  на 1)( 2 −= xxg  у кільці  xZ . 

Розв’язання. 

Для многочленів ( )хf  i ( )хg  в кільці  xZ  застосуємо 

теорему про ділення з остачею. Тоді існують такі многочлени 

( )xs  i ( )хr , що ( )хf = ( ) ( ) ( )xrxsхg +  i ( )deg 2r х  , звідки 

.)( baxxr +=  

Тому можемо записати таку рівність: 

baxxsxxx ++−=++ )()1(1 29911982 . 

Враховуючи, що ( ) ( ) 011 ==− gg , то підставивши ці 

значення замість x  у рівність матимемо: 
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



=

=






=+−

=+

.2

,1

,1

,3

b

a

ba

ba
 

Отже, ( ) 2+= xхr . 

Приклад 6. При діленні многочлена ( )xf  на ( )xg  в 

кільці  xZ  отримали остачу ( ) 23 4 1r x x x= − + . Знайти остачу 

від ділення ( )( )2xf на ( )xg , якщо 5deg =g . 

Розв’язання.  

За теоремою про ділення з остачею існують многочлени 

( )xs  i ( )хr  такі, що ( ) ( ) ( ) ( )xrxsхgxf += . 

Піднесемо рівність до квадрату: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2

2

2 .

f x g х s x r x g х s x g х s x r x r x

g x g х s x s x r x r x

= + = + + =

= + +

 

Звідки зрозуміло, що при діленні многочлена ( )( )2xf  на ( )xg  

отримали частку та остачу: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1  2s x g х s x s x r x= + , 

( ) ( ) ( )
2

2 2

1 3 4 1r x r x x x= = − + . 

Приклад 7. Знайти такі значення a  і b , при яких 

многочлен ( ) 1225 ++−= bxxaxxf  ділиться на двочлени 

( ) 11 −= xxg  і ( ) 12 += xxg  у кільці  xR . 

Розв’язання.  

За теоремою Безу маємо: 

( )

( ) .0111

,0111

2

2

=+−−−=−

=++−=

baf

baf
 

Отримаємо систему: 






=−−

−=+−

.0

,2

2

2

ba

ba
    Отже, 





−=

=

.1

,1

b

a
 

Приклад 8. Остачі від ділення многочленів ( )xf1  та ( )хf2  

на ( )xg  в кільці  xQ  відповідно дорівнюють 
3

2
2)(1 +−= xxr  та 
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.13)( 2

2 −+= xxxr  Знайти остачу від ділення многочлена 

)(2)(3)( 21 xfxfxf +=  на ( )xg . 

Розв’язання.  

За теоремою про ділення з остачею маємо: 

1 1 1

2 2 2

( ) ( )s ( ) ( ),

( ) ( )s ( ) ( ).

f x g x x r x

f x g x x r x

= +

= +
 

Запишемо умову задачі згідно цих розкладів: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( )

3 ( )s ( ) ( ) 2 ( )s ( ) ( )

3 ( )s ( ) 3 ( ) 2 ( )s ( ) 2 ( )

3 ( )s ( ) 3 ( ) 2 ( )s ( ) 2 ( )

g x g x

f x g x x r x g x x r x

g x x r x g x x r x

g x x r x g x x r x

= + + + =

= + + + =

= + + +

 

Звідси отримаємо шукану остачу: 

2

1 2

2 2

2
( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 2 2( 3 1)

3

6 2 2 6 2 2 .

r x r x r x x x x

x x x x

 
= + = − + + + − = 

 

= − + + + − =

 

Приклад 9. Остачі від ділення многочлена ( )xf  з кільця 

 xZ  на ( ) 11 −= xxg , ( ) 22 −= xxg  і ( ) 13 += xxg  відповідно 

дорівнюють 3, 15 і 0. Знайти остачу при діленні цього 

многочлена на ( ) 22 23 +−−= xxxxg . 

Розв’язання.  

Запишемо многочлен ( )xf  за теоремою про ділення з 

остачею у вигляді ( ) ( ) ( ) ( )f x g x s x r x= +  для кожного ( )ig x : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

3

1 3,

2 15,

1 0,

f x x s x

f x x s x

f x x s x

= − +

= − +

= + +

 

а многочлен ( ) ( ) ( ) ( ) 22 23

321 +−−== xxxxgxgxgxg . 

Тоді маємо ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3f x g x g x g x s x r x= + , де 3deg r , 

тому ( ) cbxaxxr ++= 2 . 

Звідси ( ) ( )( )( ) cbxaxxxxxf ++++−−= 2121 . 
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Згідно теореми Безу: 

( )

( )

( )

7

21 3
3

2 4 2 4 2 15
2

1 0
2

a

f a b c a b c

f a b с a b с b

f a b c a b c
c


=

= + + + + = 
 

= + + + + =  = 
 − = − + − − + − = = −




 

Отже, ( ) 25,15,3 2 −+= xxxr . 

Приклад 10. Многочлен ( )xf  з кільця  xC  ділиться на 

( ) 11 += xxg , при діленні на ( ) 12 −= xxg  цей многочлен дає 

остачу 2, а при діленні на ( ) ixxg −=3  дає остачу i− . Знайти 

остачу від ділення многочлена ( )xf  на ( ) ( )( )ixxxg −−= 12 . 

Розв’язання.  

За теоремою про ділення з остачею отримаємо такі 

рівності: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

,21

,01

3

2

1

ixsixxf

xsxxf

xsxxf

−−=

+−=

++=

 

Невідому остачу запишемо у вигляді ( ) 2 ,r x ax bx c= + +  

( )deg 3r x  . 

За теоремою Безу: 

( )

( )

( )

1

1 0 2

1 2 1

1

2

a i
f a b c a b c

f a b с a b с b

f i a bi c a bi c i
c i


= +− = − + − + =


= + + + + =  = 

 = − + + − + + = −  = −


 

Тоді, ( ) .
2

1

2

1 2








−++








+= ixxixr  
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Приклад 11. Довести, що  

( ) ( ) nxxnxxxf
n

sincossincos +−−=   ділиться на ( ) ixxg +=1  і 

на ( ) ixxg −=2  в кільці  xC  для всіх ,n N R  . 

Розв’язання.  

За теоремою Безу та формулою Муавра маємо: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

cos sin cos sin

cos sin cos sin 0

cos sin cos sin

cos sin cos sin 0.

n

n

f i i i i in i ni

in i in in i in

f i i i i in i ni

in i in in i in

− = − + − − − − − =

= − + − − − − − =

= + − − =

= + − − =

 

Отже, ( ) ( ) nxxnxxxf
n

sincossincos +−−=   ділиться на 

( ) ixxg +=1  та ( ) ixxg −=2  в кільці  xC  для всіх RiNn   . 

Приклад 12. Не застосовуючи алгоритм Евкліда, знайти 

найбільший спільний дільник многочленів ( ) 242 23 +++= xxxxf , 

( ) 362 23 +++= xxxxg . 

Розв’язання. 

Розглянемо многочлен: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 22 4 2 2 6 3s x f x g x x x x x x x= − = + + + − + + + =  

2 1x= − − . З властивостей подільності та означення найбільшого 

спільного дільника многочленів маємо ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xgxsxgxf ,, = . 

Оскільки 0
2

1
=








−g , то за теоремою Безу ( ) ( )xsxg  . Тому 

( ) ( )( ) ( ) 12, −−== xxsxgxf . 

Приклад 13. Знайти найбільший спільний дільник 

многочленів ( ) 1234 ++++= xxxxxf   i ( ) 2345 23 +++= xxxxg . 

Розв’язання. 

1) Поділимо многочлен ( )xf  на ( )xg  (щоб уникнути дробів 

домножимо ( )xf  на 5): 
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1234 ++++ xxxx     

            55555 234 ++++ xxxx       2345 23 +++ xxx   

xxxx 2345 234 +++            ( )xsx 11=+  – частка 

         532 23 +++ xxx  

        2515105 23 +++ xxx  

         2345 23 +++ xxx  

                  ( )xrxx 1

2 23126 =++  – остача 

Отже, ( ) 23126 2

1 ++= xxxr . 

2) Поділимо многочлен ( )xg  на ( )xr1  (щоб уникнути дробів 

домножимо ( )xg  на 6): 

2345 23 +++ xxx     

            12182430 23 +++ xxx          23126 2 ++ xx   

xxx 1156030 23 ++                ( )xsx 265 =−  – частка 

         129736 2 +−− xx  

        1387236 2 −−− xx  

                ( )xrx 215025 =+−  – остача (поділимо на –25) 

Отже, ( ) 62 +−= xxr . 

3) Поділимо многочлен ( )xr1  на ( )xr2 : 

            23126 2 ++ xx            6+− x   

xx 366 2 −                  ( )xsx 3486 =−−  – частка 

         2348 +x  

        28848 −x  

                311:311  

                 ( )xr31=  – остача 

Отже, ( ) 13 =xr . 

4) Оскільки ( ) 13 =xr , то ( ) ( )( ) 1, =xgxf , тобто многочлени ( )xf  

та ( )xg  взаємнопрості. 
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          Приклад 14. Знайти найменше спільне кратне многочленів 

( ) ( ) 2,2544 2234 +−=−−+−= xxxgxxxxxf . 

Розв’язання. 

Для відшукання найменшого спільного кратного 

многочленів скористаємося формулою   
( )gf

gf
gf

,
,


= . 

Спочатку знайдемо НСД многочленів ( )xf  і ( )xg , 

виконавши ділення ( )xf  на ( )xg  «кутом»: 

            2544 234 −−+− xxxx          22 +− xx   
234 2xxx +−                          132 −− xx  

         xxx 523 23 −+−  

        xxx 633 23 −+−  

                 22 −+− xx  

                 22 −+− xx  

                                  0 

Звідси маємо, що НСД ( )xf  і ( )xg  дорівнює: ( ) 2, 2 +−= xxgf . 

Обчислюємо НСК: 

  ( )( )
( )

2544
2

22544
, 234

2

2234

−−+−=
+−

+−−−+−
= xxxx

xx

xxxxxx
gf . 

Приклад 15. Визначити многочлени ( )xu  і ( )хv  так, щоб 

для многочленів ( )xf  і ( )xg  виконувалася рівність 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )gfxvxgxuxf ,=+ , якщо ( ) 223 23 +++= xxxxf  і 

( ) .22 23 +++= xxxxg  

Розв’язання. 

            Застосуємо алгоритм Евкліда до многочленів ( )xf  і ( )xg : 

1) ( ) 223 23 +++= xxxxf        ( )xgxxx =+++ 22 23   

         22 23 +++ xxx           ( )xs11 =  

                   ( )xrxx 1

2 4 =++   

Кожен етап ділення записуємо в лінійній формі: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).1111 xsxgxfxrxrxsxgxf −=+=  
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2) ( ) 22 23 +++= xxxxg           ( )xrxx 1

2 4 =++   

        xxx 42 23 ++               ( )xsx 21 =+  

                       222 ++ xx  

                      42 ++ xx   

         ( )xrx 23 =+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).212221 xsxrxgxrxrxsxrxg −=+=  

3) ( ) 42

1 ++= xxxr               ( )xrx 23 =+   

         xx 32 +                  ( )xsx 33 =+  

                  43 +x  

                 93 +x   

    ( )xr30 =  

( ) ( ) ( ) .321 xsxrxr =  

За алгоритмом Евкліда остача ( )2 3r x x= +  буде НСД 

многочленів ( ) ( )( ),f x g x . Виразимо ( )2r x  через ( )f x  та ( )g x : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1 2 1 2

2 1 2

2 1 21

r x g x r x s x g x f x g x s x s x

g x f x s x g x s x s x

f x s x g x s x s x

= − = − − =

= − + =

= − + +

 

Звідси  ( ) ( )2 1,u x s x x= − = − −  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1 2.v x s x s x x x= + = + + = +  
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1.3. Незвідні многочлени 
Означення. Многочлен ( )  xPxf   називається 

незвідним (нерозкладним, простим) у полі P , якщо він не є 

константою і не має дільників, відмінних від константи і від 

многочлена виду ( )xfc  , де c  – константа. 

Многочлен виду ( )xfc   є асоційованим з многочленом 

( )xf . 

Означення. Многочлен ( )  xPxf   називається звідним 

(складеним) у полі P , якщо ( ) 1deg xf  і в кільці  xP  існують 

многочлени ( )xf  i ( )xg  такі, що ( ) ( ) ( )f x g x s x= , причому 

( ) 1deg xg  і ( ) 1deg xs . 

Приклади: 

1) Многочлен 6)( 2 −+= xxxf  звідний над Z , бо 

( ) ( )( )32 +−= xxxf . 

2) Многочлен 24)( 2 +−= xxxg  незвідний над Z  та R , бо цілих 

коренів немає  ( 222,1 =x ). 

3) Многочлен ( ) 2532 234 +−−+= xxxxx  звідний над Q , бо 

( ) ( )( )132 3 +−+= xxxxf . 

4) Многочлен ( ) 12 ++= xxxp  незвідний над Q , бо 0D . 

Теорема 6. Кожен многочлен другого степеня звідний 

над C . 

Теорема 7. Многочлени першого степеня над будь–яким 

полем  xP  є незвідними у кільці  xP . 

Властивості незвідних многочленів над полем  xP : 

1) Якщо многочлен ( )xp  є незвідним над полем  xP , то 

для кожного    0\xPc  многочлен ( )xpc   також незвідний 

над  xP . 



31 

2) Якщо многочлен ( )xp  є незвідним над полем  xP , то 

для будь–якого многочлена ( )xf  з кільця  xP : ( ) ( )xpxf   або 

( ) ( )( ),p x f x  =1. 

3) Якщо незвідний многочлен ( )xp  над полем  xP  

ділиться на незвідний многочлен ( )  xPxg  , то ці многочлени 

відрізняються тільки сталим множником. 

Теорема 8. Кожний многочлен ( )xf  ненульового степеня 

над полем  xP  можна подати у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 .... mf x p x p x p x= ,   (1) 

де всі ( )xpk  є незвідними многочленами у полі  xP . 

Зображення (1) єдине з точністю до сталих множників і до 

порядку нумерації многочленів ( )xpk . 

Зображення (1) називається розкладом многочлена ( )xf  

на незвідні множники у полі  xP . 

Наслідок. Довільний многочлен ненульового степеня над 

полем  xP  можна подати у вигляді: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) mk

m

kk
xpxpxpxf ...21

21= ,   (2) 

де ( )xpk – попарно різні (неасоційовні) многочлени, незвідні у 

полі  xP . Це зображення єдине з точністю до сталих множників 

і їх нумерації. 

Зображення (2) називається канонічним розкладом 

многочлена ( )xf  у полі  xP . 

Означення. Якщо многочлен ( )xp j  входить у канонічний 

розклад (2) у степені з показником jk , то кажуть, що ( )xp j  є 

множником кратності jk  многочлена ( )xf . Множники, 

кратність яких більша за 1, називаються кратними множниками 

многочлена. 

Кожний спільний дільник двох многочленів ( )xf  i ( )xg  

над полем P  може мати тільки такі незвідні множники в цьому 
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полі, які є незвідними множниками як многочлена ( )xf , так і 

многочлена ( )xg . 

Теорема 9. Якщо многочлени ( )xf  і ( )xg  розкладені на 

незвідні множники у довільному полі P , то найбільший спільний 

дільник ( )gf ,  дорівнює добутку всіх незвідних множників, які 

входять у розклад як ( )xf , так і ( )xg . Якщо таких незвідних 

множників немає, то ( )gf ,  =1. 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Довести, що многочлен ( ) 12 −+= xxxf  

незвідний в Q . 

Розв’язання. 

Многочлен ( )xf  є звідним у полі Q , якщо його можна 

розкласти в добуток не менше як двох многочленів ненульового 

степеня з кільця  xQ . Знайдемо дискримінант відповідного 

рівняння 012 =−+ xx :   1 4 1 3 0D = −  = −  , тому рівняння 

коренів немає і в полі Q  цей многочлен незвідний. 

Приклад 2. Довести, що многочлен ( ) 13 −= xxf  звідний 

у полі Z. 

Розв’язання. 

Якщо многочлен звідний у полі Z, то його можна 

розкласти на добуток не менше як двох многочленів 

ненульового степеня з кільця Z[x].  

Щоб розкласти многочлен ( )xf  на множники, застосуємо 

метод невизначених коефіцієнтів. При цьому розглянемо єдиний 

випадок можливого розкладу: один множник першого степеня, а 

другий множник другого степеня. 

Нехай ( )( )ndxcxbaxxf +++= 2)( . Розкривши дужки, з 

рівності многочленів ( ) ( ) bnxbdanxbcadaxx +++++=− 233 1  

маємо систему: 
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











−=

=+

=+

=

.1

,0

,0

,1

bn

bdan

bcad

ac

 

Розвязуючи цю систему, з першого рівняння маємо, що 

1== ca , а з останнього: 1, 1b c= − =  або 1, 1b c= = − . 

Розглянемо кожну з чотирьох отриманих систем: 
















−=

−=

−=

=

−=

−=
















=

−=

−=

=

=

=
















−=

=

=

−=

−=

−=
















=

=

=

−=

=

=

.1

,1

,1

,1

,1

,1

)4

,1

,1

,1

,1

,1

,1

)3

,1

,1

,1

,1

,1

,1

)2

,1

,1

,1

,1

,1

,1

)1

d

d

n

b

c

a

d

d

n

b

c

a

d

d

n

b

c

a

d

d

n

b

c

a

 

Бачимо, що сумісними є дві системи: 1) і 4), тому маємо 

два розвязки: ( )( )ixxxxf ++−= 21)(  або ( ) ( )( )11 2 −−−+−= xxxxf . 

Приклад 3. Чи є звідним многочлен ( ) 44 += xxf  в таких 

полях: а) 5Z ; б) Q ; в) R ; г) C ? 

Розв’язання.  

а) ( ) ( )( )1114 2244 +−=−=+= xxxxxf     многочлен звідний 

над полем 5Z ; 

б) ( ) ( ) ( ) ( )
2 24 4 2 2 24 4 4 4 2 2f x x x x x x x= + = + + − = + − =   

( )( )2 22 2 2 2x x x x= + − + +   многочлен звідний над полем Q ; 

в) ( ) ( ) ( ) ( )
2 24 4 2 2 24 4 4 4 2 2f x x x x x x x= + = + + − = + − =  

( )( )2 22 2 2 2x x x x= + − + +    многочлен звідний над полем R ; 

г) ( ) ( )( )ixixixxxf 2244 22244 +−=−=+=    многочлен 

звідний над полем C . 

Приклад 4. Розкласти на незвідні множники многочлен 

( ) 16116 234 +−+−= xxxxxf   в полі R . 

Розв’язання.  
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Винесемо 2x  за дужки та в дужках виділимо повний 

квадрат: 

( ) 2 2 2 2

2 2

4 2 4 2 2 2
2 2

2 2

2
2 2

2

1 1 1 1
6 11 6 6 11

1 1 2 1 2 1
11 6 11

1 1
6 9 .

f x x x x x x x
x x x x

x x x x x x
x x

x x x x

x x
x

x x

      
= − + − + = + − + + =      

      

    + + + + − +
= − + = − + =    

    

  + +
 = − +    

 

Нехай t
x

x
=

+12

, тоді ( )22 396 −=+− ttt , 

( ) ( )












 +
−













 +
+=+−=








−

+
=

2

53

2

53
133

1 22

2
2

2 xxxx
x

x
xxf . 

Отримали розклад многочлена на незвідні множники. 

Приклад 5. Розкласти многочлен ( ) 2332 23 +++= xxxxf  

на незвідні множники в полі  xZ5 , якщо відомо, що цей 

многочлен має два корені, які є протилежними елементами в 

 xZ5 . 

Розв’язання.  

В  xZ5  є такі елементи:  0,1,2,3,45 −−−−=Z . Оскільки 

( )( )1 4 5 0− + − = − = , то протилежними коренями є 
1 4,x = − 2 1x = − .  

Так як ( )xf  многочлен третього степеня, то 

( ) ( )( )( )

( ) ( )

3 2 2 2

3 2

1 4 4 4 4

4 4 4 4 4 .

f x x x ax b ax ax ax ax bx bx

bx b ax x a a b x a b b b

= + + + = + + + + + +

+ + = + + + + + + +
 

Прирівнюємо відповідні коефіцієнти: 





=

=










=

=++

=++

.3

,2

,24

,344

,34

b

a

b

bba

baa

 

Тому ( ) ( )( )( )3241 +++= xxxxf . 
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1.4. Корені многочленів. Похідна від многочлена. 

Відокремлення кратних множників 
Означення. Коренем многочлена ( )  xPxf   називається 

елемент   будь–якого розширення поля P  такий, що ( ) 0=f . 

Теорема 1. Елемент P  є коренем многочлена 

( )  xPxf   тоді і тільки тоді, коли лінійний двочлен −x  є 

дільником многочлена ( )xf . 

Означення. Елемент P  називається коренем 

многочлена ( )  xPxf  , якщо ( )xf  ділиться на −x . 

Означення. Елемент P  називається k–кратним 

коренем (або коренем k–ї кратності) многочлена ( )  xPxf  , 

якщо ( )xf  ділиться на ( )kx − , але не ділиться на ( ) 1+
−

k
x  . 

Означення. Корені кратності 1 називаються простими, a 

корені, кратність яких більша за 1 називаються кратними. 

Приклад. Для многочлена ( ) ( ) ( )23
32 −+= xxxf  корінь 

третьої кратності 2x = − , а 3x =  – корінь другої кратності. 

Теорема 2. Число всіх можливих коренів многочлена 

( )xf  над полем Р не перевищує його степеня. 

Наслідок. Якщо многочлен ( )  xPxf  , степінь якого не 

перевищує n , має 1+n  коренів, то ( )xf  є нуль–многочлен. 

Теорема 3. Існує один і тільки один многочлен 

( )  xPxf   не вище n –го степеня, який приймає в 1+n  різних 

точках Pj   задані значення Pj   ( )1,...,2,1 += nj . 

Такий многочлен має вигляд: 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
+

= ++−

++−

−−−−

−−−−
=

1

1 1111

1111

......

......n

i niiiiii

nii

i

xxxx
xf




     (3) 

Многочлен (3) називають інтерполяційним многочленом 

Лагранжа. 

Іноді доцільно многочлен ( )xf  записувати в іншому 

вигляді: 

( ) ( ) ( )( ) ( ),...... 21110 nn xxxcxccxf  −−−++−+=  (4) 
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де коефіцієнти 0 1, , ..., nc c c  визначаються послідовною 

підстановкою значень 1 2 1, , ..., nx x x   += = = . 

Многочлен (4) називають інтерполяційним многочленом 

Ньютона. 

Теорема 4 (Кронекера). Якщо ( )xf  – довільний 

многочлен над полем P , для якого 1deg f , то існує 

розширення K  поля P , в якому многочлен ( )xf  має корінь. 

Теорема 5. Для будь–якого многочлена ( )  xPxf   

степеня 1deg f  існує таке розширення L  поля P , в якому 

( )xf  розкладається на лінійні множники. 

Означення. Поле L , в якому многочлен ( )xf  

розкладається на лінійні множники, називається полем розкладу 

цього многочлена. 

Означення. Поле P  називається алгебраїчно замкнутим, 

якщо воно є полем розкладу для будь–якого многочлена 

( )  xPxf   ненульового степеня. 

Поле P  є алгебраїчно замкнуте, якщо всі будь–якого 

многочлена ( )  xPxf   належать саме цьому полю. 

Наслідок 1. Многочлен ( )  xPxf   n –го степеня має у 

полі розкладу n  коренів. 

Наслідок 2. У полі розкладу многочлен 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

n

n ++++= −

−  має канонічний розклад виду 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2 ... mk k k

n mf x a x x x  = − − − , де ( )1 2 ... mk k k n+ + + = . 

Теорема 6 (Вієта). Якщо n ,...,, 21  – корені многочлена 

( )  xPaxaxaxaxf n

n

n

n ++++= −

− 01

1

1 ... , то 

n

n

n
a

a 1

21 ... −−=+++  , 

n

n
nnnn

a

a 2
123213121 ......... −
− =++++++++   

.................................................................................. 
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( ) −−=
k
nC n

knn

jkjj
a

a
1...21  . 

Сума 1 2...
k
n

j j jk

C

    береться по всіх k

nC  комбінаціях з n  

індексів n,...,3,2,1  по k . 

Означення. Похідною від многочлена 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

n

n ++++= −

−
 називається многочлен 

( ) ( ) 12

2

1

1 2...1' axaaxnxnaxf n

n

n

n +++−+= −

−

− . 

Похідна від многочлена нульового степеня та нуль–

многочлена дорівнює нулю. 

         Правила диференціювання для многочленів над полем R : 

1)  xPxgxf  )(),(   ( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgxf +=


+ ; 

2)  xPxgxf  )(),(   ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxgxf +=


)( ; 

3)  xPxgxf  )(),(   ( )( ) ( )xfcxcf =


; 

4)  xPxgxf  )(),(   ( )( )( ) ( )( ) ( )xfxfKxf
KK

'
1−

=


. 

Якщо поле Р має характеристику 0, то для кожного 

многочлена ( )xf  з кільця  xP  такого, що 1deg f , 

виконується рівність 1deg'deg −= ff . 

Теорема 7. Якщо незвідний у даному полі P  

характеристики 0 многочлен ( )xq  є множником кратності 2k  

для многочлена ( )xf , то він є множником кратності 1−k  для 

похідної ( )xf  . Якщо ( )xq  є множником першої кратності 

многочлена ( )xf , то він не входить у розклад похідної ( )xf   на 

незвідні множники. 

Наслідок. Для того, щоб многочлен ( )xf  не мав кратних 

множників, необхідно і достатньо, щоб многочлен ( )xf  був 

взаємно простим зі своєю похідною ( )xf ' .  
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Алгоритм відокремлення кратних множників 

1) Представити многочлен у вигляді добутку: 

( ) m

mxf  ...3

3

2

21= , 

де i  – добуток незвідних множників ( )xf  з певною 

кратністю. 

2) Знайти похідну многочлена: 

( ) 1

13

4

2

32 ...'  −= m

mxf , 

де 1  не ділиться на m ,...,1 . 

3) Записати найбільший спільний дільник ( ),f f  , який є 

добутком усіх множників, які входять у розклади як ( )xf , 

так і ( )xf ' : 

( ) 12

321 ...', −== m

mffd  . 

4) Знайти 
2

22

4311 ...':'  −= m

mdd , де 2  не ділиться на 

( )mii ,..,2= . 

5) Знайти  ( ) 22

43112 ...', −== m

mddd  , 

  ( ) 32

54223 ...', −== m

mddd  , 

  ................................... 

  ( ) 2

1332 ', mmmmm ddd  −−−− == , 

  ( ) mmmm ddd == −−− 221 ', , 

  ( ) 1', 11 == −− mmm ddd , 

причому id  ( )mi ,...,1=  не містять множників j .  

6) Знайти iq  за формулами: 

m
d

f
q  ...21

1

1 == , 

m
d

d
q  ...32

2

1
2 == , 

m
d

d
q  ...43

3

2
3 == , 

........................... 
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mm

m

m
m

d

d
q  1

1

2
1 −

−

−
− == , 

m

m

m
m

d

d
q == −1 . 

7) Знайти кожний множник i за формулами: 

11 2
1 2 1

2 3

, , ..., ,m
m m m

m

qq q
q

q q q
   −

−= = = = . 

У довільного многочлена над полем P  можна 

відокремити кратні множники за допомогою скінченного числа 

раціональних дій над деякими многочленами. 

Теорема 8. Для того, щоб   був коренем кратності k  

многочлена ( )xf , необхідно і достатньо, щоб 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,0...' 1 ==== − kk ffff  , тобто щоб ( ) ( )
k

f x x −   

( ) ( )
1k

f x x 
+

 − . 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Використовуючи інтерполяційну формулу 

Ньютона, побудувати многочлен найменшого степеня 

( )  xQxf   за такою таблицею: 

x  0 1 2 3 4 

( )xf  1 2 3 4 6 

Розв’язання. 

Щоб знайти коефіцієнти многочлена ( )  xQxf   

запишемо загальний вигляд інтерполяційної формули Ньютона: 

( ) ( ) ( )( ) ( )nn xxxxCxCCxf  −−−++−+= ...... 21110 .
 

В нашому випадку многочлен набуде такого вигляду: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )321211 43210 −−−+−−+−++= xxxxCxxxCxxCxCCxf . 

Підставивши в цей вираз значення }4,3,2,1,0{x  складемо 

систему: 
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( )

( )

( )

( )

( ) 













=

=

=

=

=

















++++==

+++==

++==

+==

==

24
1

0

0

1

1

242412464

66343

2232

21

10

4

3

2

1

0

43210

3210

210

10

0

C

C

C

C

C

CCCCCf

CCCCf

CCCf

CCf

Cf

 

( ) ( )( )( ) .1
4

3

24

11

4

1

24

1
321

24

1
1 234 +++−=−−−++= xxxxxxxxxf  

Приклад 2. Знайти кратність кореня 3=x  многочлена 

( ) 96106 234 +−+−= xxxxxf  з кільця  xQ . 

Розв’язання.  

Для знаходження кратності кореня використаємо схему 

Горнера: 

 1 –6 10 –6 9  

3 1 –3 1 –3 0     3=x  – корінь 

3 1 0 1 0      3=x  – корінь 

3 1 3 10    

Отже, 3=x  – корінь кратності 2. 

Приклад 3. Відокремити кратні корені многочлена 

( ) ixixxixxxf 485 2345 ++−+−= . 

Розв’язання. 

1) Знаходимо похідну многочлена ( ) 4 3 35 4 15 2 8f x x ix x ix = − + − +   

та шукаємо НСД ( )f x  та ( )f x :   

      x5 –ix4 + 5x3 – ix2 + 8x + 4i      5x4 – 4ix4 + 15x3 – 2ix + 8 

    5x5 – 5ix4 + 25x3 – 5ix2 + 40x + 20i       x – i 

    5x5 – 4ix4 + 15x3 – 2ix + 8x     

             –ix4 + 10x3 – 3ix2 + 32x + 20i 

           –5ix4 + 50x3 – 15ix2 + 160x + 100i 

           –5ix4 – 4x3 – 15ix2 – 2x – 8i   

           54x3 + 162x + 108i 

               x3 + 3x + 2i 
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                   5x4 – 4ix4 + 15x3 – 2ix + 8  x3 + 3x + 2i 

                   5x4 + 15x2 + 10ix    5x – 4i 

                                   –4ix3 – 12ix + 8 

                                   –4ix3 – 12ix + 8 

                                                0 

Отже,  ( ) 3

1 , 3 2d f f x x i = + + . 

2) Знаходимо похідну від 1d  та шукаємо НСД 1d  та 
1d  : 

2

1 3 3d x = +  

               x3 + 3x + 2      3x2 + 3                  3x2 + 3       6x + 6i  

             3x3 + 9x + 6i    x                                x2 + 1         x + i 

             3x3 + 3x                                 x2 + ix        x – i 

          6x + 6i                           –ix + 1 

                 –ix + 1 

                                                                                 0 

Отже,  ( )2 1 1, 6 6d d d x i= = + . 

3) Знаходимо похідну від 2d  та шукаємо НСД 2d  та 
2d  : 

( )2 3 2 26, , 1d d d d = = = . 

4) Знаходимо многочлени 1 2 3, ,q q q : 

а) 2

1

1

2
f

q x ix
d

= = − +  

    x5 – ix4 + 5x3 – ix2 + 8x + 4i      x3 + 3х + 2i 

    x5 + 3x3 + 2ix2            x2 – ix + 2 

         –ix4 + 2x3 – 3ix2 + 8x + 4i 

         –ix4 – 3ix2 + 2x 

                 2x3 + 6x + 4i 

                 2x3 + 6x + 4i 

                                   0 
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б) 21
2

2

2
d

q x ix
d

= = − +  

       x3 + 3x + 2i           x + i 

       x3 + ix2              x2 – ix + 2 

             –ix2 + 3x + i2 

             –ix2 + x 

                      2x + 2i 

                      2x + 2i 

                               0 

в) ix
d

d
q +==

3

2
3  

    x2 – ix + 2     x + i 

    x2 + ix   x + 2i 

        –2ix + 2 

        –2ix +2 

                  0  

5) Знайдемо 
1 2 3, , :   1 2

1 2 3 3

2 3

1, 2 ,
q q

x i q x i
q q

  = = = = − = = + . 

Отже,  ( ) ( ) ( )32
2 ixixxf +−= . 

Приклад 4. Відокремити кратні множники многочлена 

( ) 43 23 +−= xxxf . 

 Розв’язання. 

Знаходимо похідну многочлена ( )xf :   ( ) xxxf 63' 2 −= . 

За алгоритмом Евкліда знаходимо НДС многочленів )(xf  і :)(' xf  

 x3  – 3x2 + 4     3x2 – 6x  3x2 – 6x     –6x + 12 

        3x3 – 9x2 + 12   x – 1              6x2 – 12x    –x 

        3x3 – 6x2                6x2 – 12x         

           _ – 3x2 + 12                0 

      – 3x2 + 6x  

                –6x + 12 

Отже, НДС )(xf  і '( )f x  дорівнює ( )xdx 1126 =+− . 

( )1 6d x = − ,   ( ) ( )2 1 1, 1d x d d = = . 
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,22

1

1 −−== xx
d

f
q     ,126

2

1
2 +−== x

d

d
q      123 == dq , оскільки  

     x3 – 3x2 + 4          –6x + 12 

    6x3 + 18x2 – 24      x2 – x – 2 

    6x3 + 12x2  

          _  6x2 – 24 

              6x2 – 12x 

               12x – 24 

               12x – 24 

    0 

Знаходимо x
q

q
x

q

q
i −==+== 2,1:

3

2
2

2

1
1   і ( ) m

mxf  ...3

3

2

21= . 

       x2 – x – 2           –6x + 12 

    –6x2 + 6x + 12         x + 1 

    –6x2 + 12x  

       –6x + 12 

   –6x + 12  

   0 

 Отже, ( ) ( ) ( )12
2

+−= xxxf . 

Приклад 5. Розкласти многочлен ( )xf  за степенями 

двочлена ( ) −= xxg  і знайти ( ) ( ) ( ) ( ) IVffff ,,,  , 

якщо ( ) 1532 234 +−+−= xxxxxf  належить  xQ  і 1= . 

Розв’язання. 

I спосіб. Знаходимо похідні многочлена ( )xf : 

( )

( )

( )

( )

3 2

2

4 6 6 5,

12 12 6,

24 12,

24.IV

f x x x x

f x x x

f x x

f x

 = − + −

 = − +

 = −

=

 

Підставимо в похідні значення 1x = , тоді  

( )

( )

3 2

2

1 4 1 6 1 6 1 5 4 6 6 5 1,

1 12 1 12 1 6 12 12 6 6,

f

f

 =  −  +  − = − + − = −

 =  −  + = − + =
 



44 

( )

( )

1 24(1) 12 24 12 12,

1 24.IV

f

f

 = − = − =

=
 

Щоб знайти розклад многочлена ( )f x  за степенями 

двочлена 1−x , застосуємо формулу Тейлора, яка справджується 

для многочленів над полем характеристики 0: 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) .1
!4

1
1

!3

1
1

!2

1
111

432
−+−


+−


+−+= x

f
x

f
x

f
xffxf

IV

 

Оскільки ( ) ,2153211)1(5)1(3)1(2)1(1 234 −=+−+−=+−+−=f  то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .2113121
234

−−−−+−+−= xxxxxf  

ІІ спосіб. Знайдемо розклад многочлена ( )xf  за 

степенями двочлена )1( −x , застосувавши для знаходження 

коефіцієнтів розкладу схему Горнера: 

  1 –2 3 –5 1 

1 1 –1 2 –3 –2= ( )xf  

1 1 0 3 –1= ( )xf    

1 1 1 3= ( )xf     

1 1 2= ( )xf      

1 1= ( )xf IV      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .1
!4

1
,2

!3

1
,3

!2

1
,11

!1

1
,21 ===−=−= xfxfxfff IV

Отже, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 3 2

1 2 1 3 1 1 2f x x x x x= − + − + − − − − , 

( ) ( ) ( ) ( ) .24,12,6,11 ===−= xfxfxff IV  
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1.5. Поле раціональних дробів 
Теорема 1. Для будь–якого поля P  існує єдине поле 

( )xP , яке містить кільце  xP  многочленів над полем P  і 

кожний елемент якого можна подати у вигляді частки 
( )
( )xg

xf
, де 

( ) ( )   ( ) 0,,  xgxPxgxf . 

( )xP  називається полем раціональних дробів над P , а 

кожний його елемент – раціональним дробом над P . 

Означення. Раціональний дріб 
( )
( )xg

xf
 називається 

правильним, якщо степінь многочлена ( )xf  менша за степінь 

многочлена ( )xg . В іншому разі дріб – неправильний. 

Приклад:     ( )
2

4
3

2

1
+

−
=

x

x
xf  – правильний дріб,  

         ( )
4

14
2

5

2
−

+−
=

x

xx
xf  – неправильний дріб. 

Лема 1. Сума правильних дробів є правильний дріб. 

Означення. Елементарним дробом у полі Р називається 

раціональний дріб виду 
( )
( )( )kxg

xf
, де ( )xg  – незвідний многочлен 

у полі P , ( )  xPxf   і ( ) ( )xgxf degdeg  , а k  – будь–яке 

натуральне число. 

Кожний елементарний дріб є правильним. 

Лема 2. Якщо ( )xg1  і ( )xg2  – взаємнопрості многочлени 

над полем P  і 
( )

( ) ( )xgxg

xf

21

 правильний раціональний дріб над 

цим полем, то в кільці  xP  завжди можна знайти такі 

многочлени ( )xf1  і ( )xf2 , що 
( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )xg

xf

xg

xf

xgxg

xf

2

2

1

1

21

+= . 
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Наслідок. Якщо ( ) ( )xgxg m,...,1  – попарно взаємно прості 

многочлени над полем P  і 
( )

( ) ( )1 ... m

f x

g x g x 
 правильний 

раціональний дріб над цим полем, то в кільці  P x  завжди 

можна знайти такі многочлени ( ) ( )xfxf m,...,1 , що 

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
1 2

1 1 2

...
...

m

m m

f x f x f x f x

g x g x g x g x g x
= + + +

 
, причому всі дроби 

у правій частині рівності правильні. 

Лема 3. Будь–який правильний дріб над полем P  виду 

( )
( )( )kxg

xf
, де ( )xg  – многочлен, незвідний у полі Р, а k – довільне 

натуральне число, можна подати як суму двох правильних 

дробів над полем P  виду 
( )

( )( )

( )

( )( )

( )

( )( ) 1

11

−
+=

kkk
xg

xs

xg

xf

xg

xf
, з яких 

перший є елементарним у полі P . 

Наслідок. Кожний правильний дріб над полем P  виду 

( )
( )( )kxg

xf
, де ( )xg  – многочлен незвідний у полі P , а k  – довільне 

натуральне число, можна подати як суму елементарних дробів у 

цьому полі: 
( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )k
K

k
xg

xf

xg

xf

xg

xf

xg

xf
+++= ...

2

21 . 

Теорема 2. Будь–який правильний дріб над полем P  

можна подати як суму елементарних дробів у цьому полі. 

Теорема 3. Розклад правильного раціонального дробу на 

елементарні дроби у даному полі єдиний. 

Теорема 4. Будь–який неправильний дріб 
( )
( )xg

xf
 над 

полем P  можна подати як суму многочлена і правильного 

дробу: 

( )
( )

( )
( )
( )xg

xf
xs

xg

xf 1+= ,    (5) 
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де многочлен ( )xs  – ціла частина дробу 
( )
( )xg

xf
, 

( )
( )xg

xf1  – 

правильний дріб. 

Зображення неправильного дробу у вигляді (5) 

називається відокремленням цілої частини. 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. У полі  xR  знайти нескоротний дріб, який 

дорівнює даному: 

65

34
)

2

2

+−

+−

xx

xx
a ,     

1

1
)

2

48

++

++

xx

xx
б . 

Розв’язання. 

а) Розкладемо чисельник і знаменник на прості множники 

і скоротимо дріб: 

 
( )( )
( )( ) 2

1

23

13

65

34
2

2

−

−
=

−−

−−
=

+−

+−

x

x

xx

xx

xx

xx
. Отримали нескоротний дріб. 

б) Розділимо 148 ++ xx  ”кутом” на 12 ++ xx : 

    x8 + x4 + 1                  x2 + x + 1 

    x8 + x7 + x6                  x6 – x5 + x3 – x + 1 

          –x7 – x6 + x4 + 1 

          –x7 – x6 – x5 

              x5 + x4 + 1 

              x5 + x4 + x3 

                   –x3 + 1 

                           –x3 – x2 – x 

                          x2 + x + 1 

                          x2 + x + 1 

                            0 

( )( )

( )( )

2 6 5 38 4
6 5 3

2 2

2 4 2

1 11
1

1 1

1 1 .

x x x x x xx x
x x x x

x x x x

x x x x

+ + − + − ++ +
= = − + − + =

+ + + +

= − + − +
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Приклад 2. Перевірити, чи є раціональний дріб 

( )
( ) 12

65
24 ++

+
=

xx

x

xg

xf
 елементарним над полем R . 

Розв’язання. 

Нагадаємо, що 
( )
( )xg

xf
 – елементарний, якщо його можна 

представити, як 
( )
( ) kxg

xf

1

, де ( )xg1  – незвідний над полем 

многочлен, 1degdeg gf  , Nk . 

( )
( ) ( )2224

1

65

12

65

+

+
=

++

+
=

x

x

xx

x

xg

xf
 

Отже, Nk = 2 , многочлен 12 +x  незвідний у полі R , 

тому цей дріб елементарний. 

Приклад 3. Розкласти дроби на елементарні дроби: 

а) 
( )
( ) 345

234

96

54182

xxx

xxx

xg

xf

++

+−+
=  над R ; 

б) 
( )
( ) 44

2

−
=

x

x

xg

xf
 над Q ; 

в) 
( )
( ) ( )( )ixix

i

xg

xf

2+−
=  над C . 

Розв’язання. 

а) 
( )
( ) 345

234

96

54182

xxx

xxx

xg

xf

++

+−+
=  над R .  

Цей дріб нескоротний, бо НСД чисельника і знаменника 

дорівнює 1. Розкладемо знаменник на незвідні множники над R і, 

використовуючи метод невизначених коефіцієнтів, леми 2, 3 та 

наслідки з них маємо: 

( ) ( )

4 3 2

2 2 3 23

2 18 54

33 3

x x x A B C D E

x xx xx x x

+ − +
= + + + + =

++ +
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 22 3 3

23

3 3 3 3

3

Ax x Bx x C x Dx x Ex

x x

+ + + + + + + +
= =

+

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2 4 3 3

23

6 9 6 9 6 9 3

3

Ax x x Bx x x C x x D x x Ex

x x

+ + + + + + + + + + +
=

+

 

Прирівняємо відповідні коефіцієнти:   

1, 0,

6 3 2, 4,

9 6 18, 6,

9 6 0, 1,

9 54, 3.

A D A

A B D E B

A B C C

B C D

C E

+ = = 
 

+ + + = = −
  

+ + = −  = 
 + = =
 

= =  

 

Отримаємо: 

( ) ( )
( )
( )xg

xf

xxxxxx

xxx
=

+
+

+
++−=

+

+−+
23223

234

3

3

3

164

3

54182
. 

б) 
( )
( ) 44

2

−
=

x

x

xg

xf
 над Q . 

        Розкладемо знаменник дробу на незвідні над Q многочлени:  

( )( )
=

+

+
+

−

+
=

+−
=

− 22224 2222

2

4

2

x

DCx

x

BAx

xx

x

x

x

( )( ) ( )( )
( )( )

2 2

2 2

2 2

2 2

Ax B x Cx D x

x x

+ + − + −
=

− +
 

( )( )

3 2 3 2

2 2

2 2 2 2
.

2 2

Ax Bx Ax B Cx Dx Cx D

x x

+ + + + + − −
=

− +
 

З алгебраїчної рівності многочленів отримаємо систему: 

0,

1,

2 2 0,

2 2 0,

A C

B D

A C

B D

+ =


+ =


− =
 − =

  

0,

1/ 2,

0,

1/ 2.

A

B

C

D

=


=
 

=
 =
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Отже, 
( )

( ) ( ) ( )2 2

1 1
.

2 2 2 2

f x

g x x x
= +

− +
 

в) 
( )
( ) ( )( )ixix

i

xg

xf

2+−
=  над C . 

         Розкладемо знаменник дробу на незвідні многочлени над С: 

( )( ) ( )( )
,

2

2

22 ixix

BiBxAiAx

ix

B

ix

A

ixix

i

+−

−++


+
+

−
=

+−
  










=

=






=−

=+

.
3

1

,
3

1

,12

,0

B

A

BiAi

BA
 

Отже, 
( )
( ) ( ) ( )

.
23

1

3

1

ixixxg

xf

+
−

−
=  

Приклад 4. Довести тотожність: 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

,x
bcac

bxax
c

cbab

cxax
b

caba

cxbx
a =

−−

−−
+

−−

−−
+

−−

−−
  

де .,, Rcba   

Розв’язання.  

Розглянемо многочлен   

( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

.
bcac

bxax
c

cbab

cxax
b

caba

cxbx
axf

−−

−−
+

−−

−−
+

−−

−−
=  

Обчислимо його значення, якщо :},,{ cbax  

( ) ( ) ( ), , .f a a f b b f c c= = =  

Це значить, що многочлен ( )xf  є многочленом Лагранжа 

степінь якого не вище 2. Многочлен ( )xg  при },,{ cbax  

набуває значень  ( ) ( ) ( ), , .g a a g b b g c c= = =  

Як відомо, над полем R існує лише один многочлен, 

степінь якого не більша 2 і який при трьох різних дійсних числах 

cba ,,  набуває значень cba ,, . Це означає, що многочлени ( )xf  i 

( )xg  дорівнюють один одному. 
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РОЗДІЛ 2. МНОГОЧЛЕНИ ВІД КІЛЬКОХ ЗМІННИХ 

 

2.1. Кільце многочленів від кількох змінних 
Означення. Кільцем многочленів  nxxR ,...,1  від n  

змінних nxx ,...,1  над областю цілісності R називається кільце 

многочленів від однієї змінної nx  над кільцем  nxxR ,...,1 , тобто 

 nxxR ,...,1 =   nn xxxR 11 ,..., − . 

Теорема 1. Кільце многочленів  nxxR ,...,1  над областю 

цілісності R є областю цілісності. 

Теорема 2. Кожний елемент ],...,,[ 21 nxxxRf   можна 

подати як скінчену суму: 


=

=
m

i

k

n

kk

i
niii xxxaf

1

21 ...21 ,     (6) 

де .},...,2,1{та},...,2,1{,, njmiZkRa iji  +   

Означення. Кожний елемент кільця  nxxR ,...,1  

називається многочленом від n  змінних над R  і позначається 

( )nxxf ,...,1 , ( )nxxg ,...,1  і т.д. 

Кожен доданок 
niii

K

n

KK

i xxxa ...21

21  в сумі (6) називається 

членом многочлена ( )nxxf ,...,1 , відповідний елемент Rai   – 

коефіцієнтом цього члена. Два члени, які відрізняються тільки 

коефіцієнтами називаються подібними. 

Теорема 3. Будь–який многочлен ( )  nn xxRxxf ,...,,.., 11   

можна подати у канонічній формі (без подібних членів) лише 

одним способом. 

Означення. Степенем члена 1 2

1 2 ... nKK K

nax x x  многочлена 

називається сума nKKK +++ ...21 . Число ( )niKi ,1=  

називається степенем даного члена відносно ix . Найбільший із 

степенів членів називається степенем многочлена, а член з 

найбільшим степенем – старшим членом многочлена. 
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Означення. Якщо всі члени многочлена мають 

однаковий степінь, то многочлен називається однорідним. 

Будь–який многочлен можна подати як суму скінченного 

числа однорідних многочленів різних степенів. 

Степінь суми двох многочленів не може перевищувати 

степінь кожного з них. 

Теорема 4. Якщо ( )nxxf ,...,1  і ( )nxxg ,...,1  – відмінні від 

нуля многочлени з  nxxR ,...,1 , де R  – область цілісності, то 

( ) gfgf degdegdeg += . 

Наслідок. У кільці  nxxR ,...,1  дільниками одиниці 

можуть бути лише відмінні від нуля константи. 

Нехай 
nK

n

KK
xxax ...21

21  і 
nL

n

LL
xxbx ...21

21  – два члени 

многочлена ( )nxxf ,...,1 . Вважається, що перший елемент вищий 

від другого, якщо iiii LKLKLKLK === −− ,...,,, 112211 . 

Відношення “бути вищим” на множині членів многочленів є 

лінійним строгим порядком, його називають лексикографічним 

(позначають 
nK

n

KK
xxax ...21

21  nL

n

LL
xxbx ...21

21 ). 

Приклад: 

( ) 65222,, 3

31

2

3

3

21

3

32

2

13

2

2

2

1

3

2

2

1

3

132

4

1321 +++++−−= xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxf  – 

лексикографічний запис многочлена, 
32

4

1 xxx  – вищий член. 

Лема 1. Вищий член добутку двох многочленів дорівнює 

добутку вищих членів цих многочленів. 

Означення. Многочлен  ( )nn xxPPf ,...,1  ділиться на 

многочлен 0,  gPg n  (записується gf  ), якщо існує такий 

многочлен nPs , що sgf = . При цьому g  – дільник f . 

Властивості подільності многочленів в nP : 

1) nPhgf  ,,   ( )hfhggf   ; 

2) nPhgf  ,,   ( )( )hgfhghf   ; 

3) nPhf  ,   ( )( )hfgPghf n   ; 

4) nn Pffh  ,...,, 1   (  hfhfhf m  ...21  



53 

     ( ) )hgfgfgfPgg mmnn +++ ...,..., 22111  

5)  0\PcPf n   ( )cf  ; 

6)  0\, PcPgf n   ( )cgfgf   . 

Асоційованими многочленами в кільці nP  є такі і тільки 

такі многочлени, які відрізняються множником, що є відмінною 

від нуля константою. 

Означення. Многочлен nPp  називається незвідним у 

полі Р, якщо 1deg p  і ( )0deg0deg
,

===


VUUVp
nPVU

.  

Означення. Многочлен nPg  називається звідним у полі 

Р, якщо 1deg g  і ( )1deg1deg
,

=


VUUVg
nPVU

. 

 Властивості незвідних многочленів: 

1) Якщо р незвідний у полі P  многочлен, то і будь–який 

асоційований з ним многочлен pc   незвідний у полі P . 

2) Якщо p  і q  незвідні у полі Р многочлени і qp , то p  і 

q  асоційовані. 

3) Будь–який многочлен nPp  першого степеня незвідний 

у полі P . 

Теорема 5. Будь–який многочлен ( )nxxf ,...,1  над полем Р 

ненульового степеня множна подати як добуток многочленів, 

незвідних у полі Р, причому єдиним способом з точністю до 

сталих множників і їх порядку. 

Лема 2. Для будь–якої скінченої системи елементів 

Sk  ,...,, 21  ( S  – область цілісності), відмінних від нуля, 

існує єдиний (з точністю до дільників одиниці) НСД. 

Означення. Многочлен ( )   ( ) 0,  xfxSxf  називається 

примітивним (відносно S ), якщо НСД його коефіцієнтів 

дорівнює одиниці. 

Лема 3. Добуток двох примітивних многочленів з  xS  є 

примітивний многочлен. 
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ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Впорядкувати лексикографічно і знайти 

вищий член многочлена з кільця  zyxZ ,, , якщо 

( ) ( ) ( ) 4422223 532,, yzxzxxyzyxzyxf ++−+= . 

Розв’язання.  

 Розкривши дужки, отримаємо: 

( )

.32253

533322,,

222334424

44222424233

zyxzxyxyzxyx

yzxzxyxyxyzxyxzyxf

−+++−=

=+−−−+=
 

Вищий член многочлена: 423 xy− , а многочлен ( ), ,f x y z  

впорядковано за спаданням степенів zyx ,, . 

Приклад 2. Застосовуючи заміну tyx =  розкласти на 

незвідні у полі Q  многочлен  

( ) 432234 164021129, yxyyxyxxyxf −−−−= . 

Розв’язання.  

Враховуючи заміну, отримаємо:  

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

4 4 3 4 2 4 4 4 4 4 3 2

2
4 2 2 2 2 4 2 2

, 9 12 21 40 16 9 12 21 40 16

3 2 3 2 2 25 40 16 3 7 4 3 3 4

f x y t y t y t y ty y y t t t t

y t t t t t t y t t t t

= − − − − = − − − − =

 = −  + − + + = − − + + =
  

( )( )2222

2

2

2

2

2

2
4 433473433473 yxyxyxyx

y

x

y

x

y

x

y

x
y ++−−=








++








−−= .
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2.2. Симетричні многочлени 

Означення. Многочлен ( )1,..., nf x x  називається 

симетричним відносно змінних nxx ,...,1 , якщо внаслідок 

довільної перестановки змінних 1,..., nx x  утворюється многочлен 

рівний даному. 

Приклад: 1) ( ) 5223, 2

2

12121

2

2121 ++−−+= xxxxxxxxxxf  

симетричний відносно 21, xx ; 

2) ( ) 3121

2

2321 2,, xxxxxxxxf ++=  симетричний відносно 1 3,x x , але 

несиметричний відносно 32 , xx  або 1 2,x x . Отже, ( )xf  

несиметричний відносно 321 ,, xxx  

Основні симетричні многочлени: 

nn

nn

n

xxx

xxxxxx

xxx

...

.......................................

...

...

21

131212

211

=

++=

+++=

−







 

Властивості симетричних многочленів: 

1) Сума, різниця і добуток симетричних многочленів від 
n  змінних над деяким полем P  є симетричний многочлен над 

цим полем. 

Наслідок. Множина всіх симетричних многочленів від n  

змінних над полем P  утворює область цілісності з 1 відносно 

дій додавання і множення. 

2) Якщо симетричний многочлен ( )1,..., nf x x  містить 

деякий член 
nK

n

KK
xxax ...21

21 , то він містить і член, утворений з 

даного, внаслідок будь–якої перестановки показників nKK ,..,1 . 

Наслідок. Якщо 
nK

n

KK
xxax ...21

21  є вищий член 

симетричного многочлена, то nKKK  ...21 . 
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Теорема 1. (основна теорема теорії симетричних 

многочленів) 

Будь–який симетричний многочлен ( )1,..., nf x x  від n  

змінних над полем P  можна подати у вигляді многочлена від 

основних симетричних функцій n ,...,, 21  цих змінних, 

коефіцієнти якого належать тому ж полю P , причому це 

представлення єдине. 

Теорема 2. Зображення симетричного многочлена у 

вигляді многочлена від основних симетричних функцій єдине. 

Теорема 3. Якщо ( )xf  – многочлен від однієї змінної над 

полем P  з коренями n ,...,, 21 , то будь–який симетричний 

многочлен ( )nxxxg ,...,, 21  над полем P  при 1 1 2 2, ,...,x x = =  

n nx =  набуває значення, яке є елементом поля P . 

 

Представлення симетричних сум через елементарні 

симетричні многочлени: 

 

1) Многочлени від двох змінних: 

4

2

3

2

2

1

2

2

4

12

6

1

8

1

88

8

3

21

2

2

3

12

5

1

7

1

77

7

3

2

2

2

2

12

4

1

6

1

66

6

2

212

3

1

5

1

55

5

2

22

2

1

4

1

44

4

21

3

1

33

3

2

2

1

22

2

11

216208

7147

296

55

24

3

2

















+−+−=+=

−+−=+=

−+−=+=

+−=+=

+−=+=

−=+=

−=+=

=+=

yxS

yxS

yxS

yxS

yxS

yxS

yxS

yxS
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2) Многочлени від трьох змінних: 

31

2

22

2

1

4

1

444

4

321

3

1

333

3

2

2

2

1

222

2

11

424

33

2









++−=++=

+−=++=

−=++=

=++=

zyxS

zyxS

zyxS

zyxS

 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Чи симетричні многочлени: 

а) ( ) 3213

2

21

2

23

2

12

2

1321 ,, xxxxxxxxxxxxxxf ++++++= ; 

б) ( ) 1222,, 321

2

3

2

2

2

1321 −+++= xxxxxxxxxf . 

Розв’язання. 

а) ( ) 3213

2

21

2

23

2

12

2

1321 ,, xxxxxxxxxxxxxxf ++++++= .  

Нехай 31 xx = , тоді 

( ) 1231

2

23

2

21

2

32

2

33211 ,, xxxxxxxxxxxxxxf ++++++= , звідси ff 1 .  

Отже, даний многочлен несиметричний. 

б) ( ) 1222,, 321

2

3

2

2

2

1321 −+++= xxxxxxxxxf . 

Нехай 21 xx = , тоді .1222 312

2

3

2

2

2

21 −+++= xxxxxxf  

Нехай 31 xx = , тоді .1222 123

2

1

2

2

2

32 −+++= xxxxxxf  

Нехай 32 xx = , тоді .1222 131

2

2

2

3

2

13 −+++= xxxxxxf  

Отже, даний многочлен симетричний. 

Приклад 2. Виразити через елементарні симетричні 

многочлени ( ) 2233 22, yxxyyxyxf +++= . 

Розв’язання. 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )

3 3 2 2 2 2 2 2

22 2 2

1 2 2

, 2 2 2

2 2 2 2 2 .

f x y x y y x x y xy x y x y

x y xy x y xy xy   

= + + + = + + + =

= + + = + − + = − +
 

Приклад 3. Виразити через елементарні симетричні 

многочлени даний многочлен: ( ) 3 3 3

1 2 3 1 2 3, ,f x x x x x x= + + . 
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Розв’язання. 

Щоб виразити многочлен ( ) 3 3 3

1 2 3 1 2 3, ,f x x x x x x= + +  через 

елементарні симетричні многочлени, застосуємо загальну схему 

і метод невизначених коефіцієнтів. Складемо таблицю: 

Система 

показників 

вищого члена 
Вищий 

член 

Відповідний добуток 

елементарних симетричних 

многочленів 
1x   2x   3x   

3 0 0 
3

1x   3 0 0 0 0 3

1 2 3 1   − − =   

2 1 0 
2

1 2ax x   2 1 1 0 0

1 2 3 1 2a a    − − =  

1 1 1 1 2 3bx x x   1 1 1 1 1

1 2 3 3b b   − − =  

При складанні всіх можливих систем показників вищого 

члена враховано, що сума показників у всіх змінних дорівнює 

степеню многочлена ( ) 3 3 3

1 2 3 1 2 3, ,f x x x x x x= + +  та послідовність 

показників у змінних 1 2 3, ,x x x  не зростаюча. Тому 

( ) 3

1 2 3 1 1 2 3, ,f x x x a b   = + + , 

де ,a b  – невизначені коефіцієнти. Обчислення коефіцієнтів ,a b  

подаємо у вигляді таблиці: 

1x  2x   3x   1   2   3   ( ) 3

1 2 3 1 1 2 3, ,f x x x a b   = + +  

1 1 0 2 1 0 32 2 2 0a b= +  +   

1 1 -2 0 -3 -2 ( )36 0 0 2a b− = +  +  −  

Розв’язуємо отриману систему: 

( )

3

3

2 2 2 0,

6 0 0 2 ,

a b

a b

 = +  + 

− = +  +  −

     
2 8 2 , 3,

6 2 , 3.

a a

b b

= + = − 
 
− = − = 

  

Отже, ( ) 3 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 1 2 3, , 3 3f x x x x x x    = + + = − + . 
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2.3. Результант та дискримінант двох многочленів 

Нехай ( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

n

n ++++= −

−
 і  

( ) 01

1

1 ... bxbxbxbxg m

m

m

m ++++= −

−
 – многочлени над полем P , де 

0,0  nn ba  і n ,...,, 21  – корені ( )xf . 

Означення. Результантом многочленів ( )xf  і ( )xg  

називається вираз виду ( ) ( ) ( ) ( )n

m

n ggagagfR  ..., 21= , де 

n ,...,, 21  – корені многочлена ( )xf . 

Результант ( )gfR ,  є симетричним многочленом від 

n ,...,, 21 , тому результант двох довільних многочленів над 

полем P  є елементом цього поля. 

Властивості результанта: 

Нехай m ,...,, 21  – корені многочлена ( )xg . Тоді: 

1) ( ) ( )



−=

mj
ni

ji

m

n

m

n bagfR

1
1

,  , 

2) ( ) ( ) ( )gfRfgR
mn

,1, −= . 

Теорема 1. Для того, щоб ( )xf  і ( )xg  мали спільний 

корінь необхідно і достатньо, щоб їх результант дорівнював 

нулю. 

Означення. Дискримінантом ( )fD  многочлена ( )xf  

називається вираз виду ( ) ( )
( )

( )',1 1
2

1

ffRafD n

nn
−

−

−= , де ( )', ffR  – 

результант ( )xf  і його похідної ( )xf ' . 

При цьому справджується рівність:  

( ) ( )


− −=
nij

ji

n

nafD
1

222  , 

де −i корені ( )xf . 

Теорема 2. Многочлен ( )xf  має кратний корінь тоді і 

тільки тоді, коли його дискримінант дорівнює нулю. 

При розв’язуванні задач інколи важко знайти корені 

многочлена ( )xf , тому результант ще можна подати у формі 

Сільвестра (необхідно записати підряд m  раз коефіцієнти 
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многочлена ( )xf , а потім n  раз коефіцієнти многочлена ( )xg , 

відповідно розміщуючи їх у детермінанті): 

( )

рядківn

рядківm

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

gfR

mm

mm

mm

mm

nn

nn

nn

nn


























=

−

−

−

−

−

−

−

−

011

011

011

011

011

011

011

011

...

...

........................

...

...

...

...

........................

...0

...

,

 

Під результантом двох многочленів розуміють 

детермінант Сільвестра для цих многочленів. 

Теорема 3. Якщо результант ( ) 0, =gfR , то або f  і g  

мають спільний корінь, або обидва старші коефіцієнти 

дорівнюють 0. 

Теорема 4. Якщо многочлени ( )xf  і ( )xg  мають 

спільний корінь, то ( ) 0, =gfR . 

Нехай задано систему двох алгебраїчних рівнянь з двома 

невідомими, що мають коефіцієнти з поля Р: 
( )
( )




=

=

0,

0,

yxg

yxf
. 

Схема виключення невідомих з цієї системи: 

1) Впорядкувати многочлени ( )yxf ,  і ( )yxg ,  за 

спадними степенями однієї із змінних, наприклад x ; 

2) Скласти результант ( )gfR , , розглядаючи змінну y  

як параметр; 

3) Знайти всі корені l ,...,, 21  результанта; 
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4) Підставити в задану систему замість змінної y  

значення l ,...,, 21 . Отримаємо сукупність l  систем двох 

рівнянь з одним невідомим x ; 

5) Розв'язати цю сукупність систем рівнянь і скласти 

відповідні пари розв'язків ( ),k i k  . 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Обчислити результант ( )gfR ,  для многочленів 

( ) ,123 −+= xxxf  ( ) 322 −−= xxxg . 

Розв’язання. 

І спосіб. Многочлен ( ) 322 −−= xxxg  має корені 3,x =  

1x = − . Оскільки ( ) ( ) ( ) ( ),,,1,
23

fgRfgRgfR =−=


 то 

( ) ( ) ( ) ( ) .1284321131, 3 −=−=−= ffgfR  

ІІ спосіб. Нехай −21, корені многочлена ( )xg . Тоді  

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ).2214

122422

1212,

21

3

2

3

1

2

2

2

12121

3

21

2

3

2121

3

21

3

12

3

1

3

21

2

3

21

3

1







+−+−++++=

=+−−−++−+=

=−+−+=gfR

 

За теоремою Вієта, 321 −=  і 221 =+ . Тоді 

( )

( ) ( )( ) .263

,102

21

2

2121

3

2

3

1

21

2

21

2

2

2

1

=−++=+

=−+=+




 

Отже, ( ) .1284126012627, −=−−−+−−=gfR  

ІІІ спосіб. Обчислимо результант у формі Сільвестра: 

( )

1 0 2 1 0 1 0 2 1 0

0 1 0 2 1 0 1 0 2 1

1 2 3 0 0 0 2 5 1 0

0 1 2 3 0 0 1 2 3 0

0 0 1 2 3 0 0 1 2 3

R f,g

− −

− −

= = =− − − −

− − − −

− − − −
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1 0 2 1 0

0 1 0 2 1

75 8 5 10 30 10 128.0 0 5 5 2

0 0 2 5 1

0 0 1 2 3

−

−

= = − − + − − − = −− −

− −

− −

 

Приклад 2. При якому значенні   мають спільні корені 

наступні многочлени ( ) ( ) 33, 232 −+−=+= xxxxgxxf  . 

Розв’язання. 

Щоб многочлени мали спільні корені необхідно і 

достатньо, щоб їх результант був рівний нулю: ( ) 0, =gfR . 

Запишемо результант у формі Сільвестра: 

( ) =

−−

−
=

−−

−−

=

3030

0330

010

001

3310

0331

0100

0010

0001

,
















gfR

( ) ( ) 2

1 0

3 3 0 3 3 3 3 3 3 9 9 9 9

3 0 3



       = − = − − + − = − + + − =

− −

 

( )
229 18 9 3 3 0 3 3 0 1.    = − + = − =  − =  =  

При 1=  многочлени ( )xf  і ( )xg  мають спільні корені. 

Приклад 3. При якому значенні   має кратний корінь 

многочлен ( ) 14 3 +−= xxxf  . 

Розв’язання. 

Необхідною і достатньою умовою, щоб многочлен мав 

кратний корінь є рівність нулю дискримінанта. Обчислимо його 

у формі Сільвестра: 

( )

( )

3

2

4 1,

12 ,

f x x x

f x x





= − +

 = −
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( )

4 0 1 0 4 0 1 0

0 4 0 1 0 4 0 1

, 12 0 0 0 0 0 2 3 0

0 12 0 0 0 12 0 0

0 0 12 0 0 0 12 0

D f f

 

 

 

 

 

− −

− − −

 = = =− −

− −

− −

=

−

−

−

−

=









0120

3200

0320

104

=

−

−

−







012

320

032

,01084 3 =−−   

.3

,27

,1084

3

3

=

=

=







 

При 3=  цей многочлен має кратні корені. 

Приклад 4. Розв’язати систему рівнянь: 







=+−+

=−+−

.012

,0445

22

2

xyy

xyy
 

Розв’язання. 

Розглянемо ліві частини кожного рівняння як многочлени 

від змінної y :   ( ) ,4452 −+−= xyyyf  ( ) .12 22 +−+= xyyyg  

Розв’язати систему рівнянь означає знайти спільні корені 

многочленів ( )f y , ( )yg . Тому записуємо умову, при якій 

многочлени мають спільний корінь: 

( )
( )22

2 2

1 5 4 4 01 5 4 4 0

0 1 5 4 40 1 5 4 4
,

0 11 8 9 02 1 1 0

0 2 1 1 0 2 1 1

xx

xx
R f g

x xx

x x

− −− −

− −− −
= = =

− − +− +

− + − +
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( )( ) ( )2 2 2

2

1 5 4 4

11 8 9 0 1 8 9 4 4 11

2 1 1

x

x x x x x x

x

− −

= − − + = − + − + − +

− +

( )( ) ( )2 2 4 3 22 4 4 8 9 55 1 16 101 188 70 0x x x x x x x x+ − + − − − = + + − + =  

( )

1

2

3

1,

2,

19 117 / 2.

x

x

x


=


=


= − −

 

Підставляємо значення 1x  і 2x  у систему і одержуємо 

сукупність двох рівнянь з одним невідомим y : 

















=−+

=+−







=+

=−

.032

,045

,02

,05

2

2

2

2

yy

yy

yy

yy

 

Розв’язуємо цю сукупність рівнянь і складаємо пари 

розв’язків: 

3
1 2

1 2

3

19 117
,

1, 2, 2

0, 1, 9 117
.

2

x
x x

y y
y

 − −
== =  

  
= =   

=


 

Отже, ( ) ( )
19 117 9 117

1;0 , 2;1 , ;
2 2

 − − 
  
 

. 
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РОЗДІЛ 3.МНОГОЧЛЕНИ НАД ЧИСЛОВИМИ ПОЛЯМИ 

 

3.1. Многочлени над полем комплексних чисел 
Теорема 1. Многочлен непарного степеня над полем R  

дійсних чисел має принаймні один дійсний корінь. 

Теорема 2. Кожний многочлен степеня 1n  з дійсними 

коефіцієнтами має принаймні один комплексний корінь. 

Теорема 3. (Основна теорема теорії многочленів) 

Довільний многочлен ненульового степеня з 

комплексними коефіцієнтами ( ) 01... azazazf n

n +++=  має хоча б 

один комплексний корінь. 

Теорема 4. Кожний многочлен, степінь якого вища за 

одиницю, звідний у полі комплексних чисел. 

Наслідок. Для того, щоб многочлен був незвідним у полі 

комплексних чисел, необхідно і достатньо, щоб його степінь 

дорівнював 1. 

Теорема 5. Кожний многочлен n –го степеня у полі 

комплексних чисел єдиним чином (з точністю до порядку 

множників) розкладається на лінійні множники у цьому полі: 

( ) ( )( ) ( )nn zzzzzzazf −−−= ...21 , 

де iz  – корені, na  – старший коефіцієнт многочлена ( )xf . 

Терема 6. Многочлен n –го степеня у полі комплексних 

чисел має точно n  коренів. 

Очевидно, що всі корені многочлена ( )zf  над полем 

комплексних чисел належать цьому ж полю, тобто полем 

розкладу будь–якого многочлена ( )zf  з комплексними 

коефіцієнтами є поле С (поле комплексних чисел ). Отже, поле 

C  комплексних чисел є алгебраїчно замкнутим. 

Для коренів nzzz ,...,, 21  алгебраїчного рівняння n –го 

степеня справедливі формули Вієта: 

n

n
n

a

a
zzz 1

21 ... −−=+++ , 
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n

n

nn
a

a
zzzzzz 2

13121 ... −

− −=+++ , 

n

n

nnn
a

a
zzzzzzzzz 3

12421321 .... −

−− −=+++ , 

................................. 

( )
n

n

n
a

a
zzz 0

21 1... −= . 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Знайти многочлен найменшого степеня, в 

якого число 2  подвійний корінь, а iii −+ 3,3,2  прості корені. 

Розв’язання. 

Виходячи з умови, многочлен ( )xf  можна розкласти на 

незвідні множники над полем C : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

3 2 2 2

5 4 3

2

5 4 3 2

2 2 3 3

4 4 2 3 3 3 3 10

4 4 2 8 8 6 10

4 2 6 4 8 24 12 10

8 24 48 40 20 48 40 80 80

2 10 20 38 76 64 128 80 80 .

f x x x i x i x i

x x x i x x ix x ix

x x x ix ix i x x

x x i x i i

x i i x i i i

x x i x i x i x i i

= − − − + − − =

= − − + − − + − − + =

= − + − + − − + =

= + − − − + + + + + +

+ − − − − − + + + − =

= − + + + − + + + −

 

Приклад 2. Знайти суму кубів коренів многочлена 

( ) 32 23 −++= xxxxf . 

Розв’язання. 

Нехай 321 ,, xxx  – корені многочлена ( )xf . За теоремою 

Вієта маємо систему:  
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







=

=++

−=++

.3

,1

,2

321

323121

321

xxx

xxxxxx

xxx

 

Суму кубів коренів многочлена знайдемо за формулою 

симетричних сум: 

( ) ( )( )

( ) ( ) .796833232

33

3

321313221321

3

321

3

3

3

2

3

1

=++−=+−−−=

=+++++−++=++ xxxxxxxxxxxxxxxxxx
 

Приклад 3. Знайти зведені многочлени, в яких корені 

задовольняють умову: 213312321 ,, xxyxxyxxy === , а 321 ,, xxx  є 

коренями многочлена ( ) 523 −−= xxxf . 

Розв’язання. 

Запишемо многочлен 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) =−−−=−−−= 213132321 xxyxxyxxyyyyyyyyf  

( ) ( )( ) ( )3321321321313221

23 xxxxxxxxxyxxxxxxyy −+++++−= . 

За теоремою Вієта при умові, що 1 2 3, ,x x x  – корені 

многочлена ( ) 523 −−= xxxf , маємо: 









−=

−=++

=++

.5

,2

,0

321

313221

321

xxx

xxxxxx

xxx

 

Отримаємо : ( ) .252 23 ++= yyxf  

Приклад 4. Розкласти на незвідні множники многочлен 

( ) 16910 24 +−= xxxf  над полем C . 

Розв’язання. 

Знайдемо корені рівняння ( ) 016910 24 =+−= xxxf . 

Розв’яжемо біквадратне рівняння, ввівши заміну 
2x t= , 

отримаємо:    
2 10 169 0t t− + = . 

( )
2

1 2

100 676 576 24 ,

10 24 10 24
5 12 , 5 12 ,

2 2

D i

i i
t i t i

= − = − =

+ −
= = + = = −
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2 25 12 , 5 12 ,x i x i= + = −  

( )

( )

2 2 2 2

1,2

2 2 2 2

3,4

5 12 5 5 12 5
5 12 3 2 ,

2 2

5 12 5 5 12 5
5 12 3 2 .

2 2

x i i i

x i i i

 
+ + + − =  + =  + =  +

 
 

 
+ + + − =  − =  − =  −

 
 

 

Тоді маємо, що 

( ) ( )( )( )( ).23232323 ixixixixxf −++−++−−=  

Приклад 5. Корені многочлена ( )xf  утворюють 

арифметичну прогресію. Знайти цей многочлен і його корені, 

якщо ( ) .2418 23 ++−= qxxxxf  

Розв’язання. 

Нехай cba ,,  – корені многочлена ( )xf . Так як вони 

утворюють арифметичну прогресію, то виконується така 

умова: .2 cab +=  

За теоремою Вієта маємо:   









−=

=++

=++

.24

,

,18

abc

qacbcab

cba

 

Складемо систему, враховуючи умову задачі: 













−=

−=

=++

=++

.2

,24

,

,18

cba

abc

qacbcab

cba

  

Розвязавши її, отримаємо такі значення:    













=

=

=

=

.68

,1026

,6

,1026

q

c

b

a 

 

Отже, ( ) .246818 23 ++−= xxxxf  
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3.2. Многочлени над полем дійсних чисел 

Нехай ( ) 01

1

1 ... azazazazf n

n

n

n ++++= −

−
 (7) многочлен з 

дійсними коефіцієнтами. 

Теорема 1. Якщо комплексне число 0z  є коренем 

многочлена (7), то спряжене комплексне число 0z  також є 

коренем цього многочлена. 

Теорема 2. Якщо комплексне число 0z  є коренем k –ї 

кратності многочлена (7), то спряжене комплексне число 0z  є 

коренем многочлена тієї ж кратності. 

Теорема 3. Кожний многочлен над полем R , степінь 

якого перевищує 2, є звідним у цьому полі. 

Теорема 4. Кожний многочлен ( )zf  над полем R  

дійсних чисел допускає єдиний розклад на незвідні множники 

(лінійні і квадратні тричлени) в цьому полі виду: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....... 2

11

2

21

121 mll
k

mm

k

ll

k

l

kk

n qzpzqzpzzzzzzzazf ++++−−−=
+

++  

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Розв’язати рівняння 0203111 234 =−+−− xxxx , 

якщо ix += 21 . 

Розв’язання. 

Задане рівняння має дійсні коефіцієнти, тому число ( )i−2  

теж є коренем, а многочлен 203111 234 −+−− xxxx  ділиться на 

( )xg  (наслідок з теореми Безу), де  

( ) ( )( )2 2g x x i x i= − − − + = 2 2 2 4 2 2 1x x ix x i ix i− − − + + + − + =  

2 4 5.x x= − +  
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Виконаємо ділення ”кутом”: 

                x4 – x3 – 11x2 + 31x – 20     x2 – 4x + 5 

    x4 – 4x3 + 5x2      x2 + 3x – 4 

          3x3 – 16x2 + 31x 

          3x3 – 12x2 + 15x 

                 _–4x2 + 16x – 20 

                   –4x2 + 16x – 20 

        0 

Щоб знайти інші корені заданого рівняння, розв’яжемо 

рівняння 0432 =−+ xx . Маємо 1,4 =−= xx . 

Отже,  1,4,2,2 4321 ==−=+= xxixix . 

Приклад 2. Число i+−3  є коренем рівняння з дійсними 

коефіцієнтами 023 =+++ baxxx . Знайти a i b  та два інші 

корені. 

Розв’язання. 

Оскільки ix +−= 31  корінь рівняння, то ix −−= 32  теж 

корінь. Поділимо многочлен ( ) baxxxxf +++= 23  на ( )xg , де 

( ) ( )( ) ( )( ) 23 3 3 3 9 1g x x i x i x x ix x ix= − − + − − − = + + + − + + =  

2 6 10x x= + + . 

    x3 + x2 + ax + b   x2 + 6x + 10 

    x3 + 6x2 + 10x   x – 5 

          –5x2 + (a – 10)x + b 

          –5x2 – 30x – 50 

                    (a + 20)x + (b + 50) = ( )xr  

Для того, щоб ( ) ( )xgxf  , необхідно і достатньо,  щоб ( ) 0=xr . 

( ) 05020 =+++ bxa , 0x , тому  




−=

−=

.50

,20

b

a
.  

Отже, 1 2 33 , 3 , 5x i x i x= − + = − − =  та 20, 50a b= − = − . 

Приклад 3. Многочлен ( ) axxxxxf +−+−= 1862 234
 

має суто уявний корінь. Знайти дійсне число a  і всі корені цього 

многочлена. 
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Розв’язання. 

Нехай задане рівняння має дійсні коефіцієнти і суто 

уявний корінь 1x bi= , тому 2x bi= −  також є коренем, а 

многочлен ( ) axxxxxf +−+−= 1862 234  ділиться на ( )xg  

(наслідок з теореми Безу) ( ) ( ) ( )f x g x s x= , де ( )g x =  

( )( ) 2 2x bi x bi x b= − + = + . 

Виконаємо ділення ”кутом”: 

    x4 – 2x3 + 6x2 – 18x + а     x2+b2  

    x4 + b2 x2          x2 – 2x + (6 – b2) ( )s x=   

          – 2x3 + (6 – b2)x2 

          – 2x3 – b2 х 

                 _(6 – b2)x2 + (18 + 2b2)х + а 

                   (6 – b2)x2 + (6 – b2)b2 

     (18 + 2b2)х – (6 – b2)b2  + а ( ) 0r x= =   

З рівності многочленів, отримаємо систему: 

( )

2

2 2

18 2 0, 27,

3.6 0.

b a

bb b a

− + = = −
 

= − − + = 

  

Отримаємо 
1,2 3x i=  . Інші корені рівняння знайдемо з 

умови, що ( ) 0s x = : 

2 2 3 0x x− − =       3 43, 1x x= = − . 

Отже, 27,a = −  
1,2 3x i=  , 3 43, 1x x= = − . 
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3.3. Рівняння третього степеня 

Нехай 001

2

2

3 =+++ axaxax  – рівняння третього степеня 

з комплексними коефіцієнтами. За допомогою підстановки 

3

2a
yx −=  зведемо його до виду 03 =++ qpxx .             (8) 

Число 
274

32 pq
D +=  називають дискримінантом рівняння 

03 =++ qpxx . Корені цього рівняння знаходять за формулою 

33

22
D

q
D

q
x −−++−= , яка називається формулою Кардано. 

Якщо 3
1

2
D

q
u +−=  і 3

1
2

D
q

v −−=  є тими 

значеннями кубічних коренів, при яких 111 vux +=  є коренями 

рівняння 03 =++ qpxx , то решту коренів цього рівняння 

обчислюють так:   

( ) ( )

( ) ( ).
2

3

2

1

,
2

3

2

1

11113

11112

vu
i

vux

vu
i

vux

−−+−=

−++−=

 

Числа 11,vu  знаходяться з умови 
3

11

p
vu −= . 

Якщо коефіцієнти p i q рівняння (8) є дійсними 

числами, то: 

1) при 0D  рівняння має один дійсний корінь і два 

комплексних спряжених корені; 

2) при 0=D  рівняння має три дійсних корені, два з яких 

дорівнюють один одному; 

3) при 0D  рівняння має три дійсних різних корені. 
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ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. При яких дійсних значеннях a  рівняння 

0233 =+− axax  має один дійсний корінь і два комплексних 

корені. 

Розв’язання. 

Щоб рівняння мало один дійсний корінь і два 

комплексних корені треба, щоб 0D . 

.1,010

,1
27

27

4

4

22

2
2

−

−=
−

+=

aaD

a
a

D
 

Тому такі корені будуть при ( ) ( ).;11; +−−a  

Приклад 2. Довести, що корені рівняння 

033 323 =−+ aaxx  є дійсними при будь–якому дійсному 

значенню числа a . 

Розв’язання. 

Зведемо це рівняння до виду (8), ввівши заміну: 

ay
a

yx −=−=
3

3
. Отримаємо: 

( ) ( )

.03

,0336333

,033

323

33223223

323

=−−

=−+−+−+−

=−−+−

ayay

aayaayayaayy

aayaay

 

Щоб корені рівняння були дійсними при будь–якому 

дійсному значенню числа a  треба, щоб виконувалася умова, що 

0D .  

Обчислимо дискримінант цього рівняння: 

66
666

4

3

427

27

4
aa

aaa
D −=−=−= < 0. 

Як бачимо умова виконується. 

Отже, рівняння має три різних дійсних корені при будь–

якому дійсному значенню числа a , що і треба було довести. 
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Приклад 3. Розв’язати рівняння: 04463 =+++ iixx . 

Розв’язання. 

Дане рівняння є рівнянням виду (8), тому обчислюємо 

його дискримінант ( iqip 44,6 +== ). 

( ) ( )
.088

27

6

4

44

274

3232

=−=+
+

=+= ii
iipq

D  

Тоді 333
1 2222222 iiix −−=−−+−−= , 

        ( ) ( ) 33
3,2 220

2

31
222

2

1
iiх −−−=−−−= . 

Приклад  4. Розв’язати рівняння: .0132 23 =+− xx  

Розв’язання. 

Зведемо це рівняння до рівнянням виду (8), помноживши 

спершу обидві його частини на 
2

1
:   .0

2

1

2

3 23 =+− xx  

Виконаємо заміну  

3
12

3 2
x y y

−
= − = + . 

3 2

3 2 2

1 3 1 1
0,

2 2 2 2

3 3 1 3 3 3 1
0,

2 4 8 2 2 8 2

y y

y y y y y

   
+ − + + =   

   

+ + + − − − + =

 

3 2
1 3 1 1

0
2 2 2 2

y y
   

+ − + + =   
   

. 

Отримаємо: 
3 3 1

0
2 4

y y− + = . 

Знаходимо дискримінант: .0
64

1

64

1
=−=D   

         Тоді 3 3 3
1

1 1 1
2 1,

8 8 8
x = − + − = − = −  3

2,3

1 1 1
2 .

2 8 2
x

 
= − − =  

 
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3.4. Розміщення дійсних коренів многочлена. Число 

дійсних коренів 

Всі корені многочлена ( ) 01

1

1 ... azazazazf n

n

n

n ++++= −

−
 

лежать всередині круга з центром у точці 0 і 

радіусом  01210 ,,...,,max;1 aaaaA
a

A
N nn

n

−−=+= . 

Комплексні корені многочлена з дійсними коефіцієнтами 

розміщені симетрично відносно дійсно осі. 

Теорема 1. Всі дійсні корені многочлена 

( ) 01

1

1 ... azazazaxf n

n

n

n ++++= −

−  містяться в інтервалі ( )00 , NN− , 

де  01210 ,,...,,max,
||

1 aaaaA
a

A
N nn

n

−−=+= . 

Одним з методів знаходження меж дійсних коренів 

многочлена з дійсними коефіцієнтами є метод Ньютона. 

Число 0N  дає одночасно верхню межу додатніх коренів 

многочлена і нижню межу його від’ємних коренів, тобто 

інтервал ( )00 , NN− . 

Теорема 2 (Ньютона). Число М є верхньою межею 

додатніх коренів многочлена ( )xf , якщо при Mx =  многочлен 

( )xf  має додатнє значення, а всі його похідні – невід’ємні 

значення. 

Якщо 3210 i,, NNNN  – верхні межі відповідно додатніх 

коренів многочлена з дійсними коефіцієнтами 

( ) ( ) 







−−









y
fyiyf

y
fyxf nn 1

,
1

, , то додатні корені 

многочлена ( )xf  знаходяться у проміжку 







0

1

;
1

N
N

, а від’ємні – 

у проміжку 









−−

3

2

1
;

N
N . 
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Число дійсних коренів рівняння з дійсними 

коефіцієнтами можна визначити за правилом Декарта. 

Означення. Нехай 1 2, ,.., mc c c  – деяка впорядкована 

послідовність дійсних чисел. Кількість пар сусідніх чисел цієї 

послідовності, які мають протилежні знаки, називається 

кількістю змін знаків даної послідовності. Коли перше й останнє 

числа 1, mc c  даної послідовності мають однакові знаки, то 

кількість змін знаків у послідовності парна; якщо 1, mc c  мають 

протилежні знаки, то кількість змін знаків – непарна. 

Правило Декарта: 

Число додатніх коренів многочлена з дійсними 

коефіцієнтами ( ) 01... axaxaxf n

n +++=  дорівнює числу змін 

знаків у послідовності його коефіцієнтів або на парне число 

менше. 

Це правило можна застосувати і для оцінки кількості 

від’ємних коренів многочлена ( )xf  за допомогою заміни 

yx −= . 

Введемо такі позначення: М+ – верхня межа додатніх 

коренів, m+ – нижня межа додатніх коренів, m_ – нижня межа 

відємних коренів, M_ – верхня межа відємних коренів. 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Знайти верхню межу додатніх коренів 

многочлена ( ) 184 +−= xxxf  методом Ньютона. 

Розв’язання. 

Нехай 1 є верхньою межею додатніх коренів. Перевіримо, 

чи це дійсно так. Ділимо ліву частину на )1( −x  за схемою 

Горнера і маємо: 

 1 0 0 –8 1 

1 1 1 1 –7 –6 
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В нижньому рядку таблиці одержали відємні числа, це 

означає, що число 1 не є верхньою межею додатніх коренів. Вже 

при М = 2 від’ємних коефіцієнтів в таблиці немає: 

 

 1 0 0 –8 1 

1 

2 

1 

1 

1 

2 

1 

4 

–7 

0 

–6 

1 

Візьмемо число М = 1,9 < 2, отримаємо в рядку від’ємні 

числа: 

 1 0 0 –8 1 

1 

1,9 

2 

1 

1 

1 

1 

1.9 

2 

1 

3.61 

4 

–7 

–1.141 

0 

–6 

–1.167 

1 

Тому можна взяти 2 в якості верхньої межі додатніх 

коренів: М+ = 2.  

Приклад 2. Знайти нижню межу додатніх коренів 

многочлена ( ) 135 234 ++−= xxxxf  методом Ньютона. 

Розв’язання.  

Для знаходження нижньої межі додатніх коренів зробимо 

заміну 
t

x
1

=  і маємо рівняння 05324 =+−+ ttt . 

За схемою Горнера перевіримо М = 1,3: 

 1 0 1 –3 5 

1,3 1 1,3 2,69 0,5 5,6 

При М = 1,3 від’ємних коефіцієнтів немає, але вже при  

М = 1,2 отримуємо в рядку відємні числа: 

 1 0 1 –3 5 

1,3 

1,2 

1 

1 

1,3 

1,2 

2,69 

2,44 

0,5 

–0,56 

5,6 

4,32 

Це значить, що за нижню межу додатніх коренів можна 

взяти 1,3: 1,3.m+ =  
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Приклад 3. Знайти межі додатніх і від’ємних коренів 

многочлена ( ) 18412533 2345 −−−−+= xxxxxxf .  

Розв’язання. 

Якщо 3210 ,, NiNNN  – верхні межі відповідно додатніх 

коренів многочлена з дійсними коефіцієнтами 

( ) ( ) 







−−









y
fyiyf

y
fyxf nn 1

,
1

, , то додатні корені 

многочлена ( )xf  знаходяться у проміжку 0

1

1
; N

N

 
 
 

, а від’ємні 

відповідно у проміжку 2

3

1
;N

N

 
− − 
 

. 

Знайдемо спочатку верхню межу додатніх коренів за 

формулою  01210 ,,...,,max,
||

1 aaaaA
a

A
N nn

n

−−=+= .  

Тут 41,1 == Aan . Отже 42
1

41
10 =+=N . Але це занадто 

велике число. Перевіримо за теоремою Ньютона, чи не буде 

верхньою межею, наприклад, число 4. Для цього, користуючись 

схемою Горнера, знайдемо значення всіх похідних від ( )f x  при 

4x = , причому нас цікавлять не самі значення похідних, а їх 

знаки: 

 1 3 –3 –25 –41 –18 

4 1 7 25 75 259 + 

(замість остачі поставимо знак +, бо видно, що вона додатня). 

Оскільки коефіцієнти за схемою Горнера будуються за 

допомогою тільки додавання і множення, а в другому рядку цієї 

схеми стоять лише додатні числа, то при наступних діленнях 

від’ємні коефіцієнти з’явитись не можуть. 

А тому всі остачі, отже і похідні від ( ) 4при =xxf  

будуть додатні. Число 4 теж є верхня межа додатніх коренів 
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( )xf . Але ми шукаємо таку цілочисельну верхню межу 0N , що 

( )10 −N  вже не задовольняє умову теореми Ньютона.  

Перевіримо, чи не буде верхньою межею число 2. 

Складемо схему Горнера для = : 

 1 3 –3 –25 –41 –18 

2 1 5 7 –11 –63 – 

Із схеми видно, що ( ) 02 f . Число 2 не є верхня межа 

коренів. Перевіримо ще число 3: 

 1 3 –3 –25 –41 –18 

3 1 6 15 20 19 + 

З наведених вище міркувань робимо висновок, що число 

3 задовольняє умові теореми Ньютона, а тому і є верхня межа 

додатніх коренів ( )xf . Причому 3 є найменша з цілочисельних 

верхніх меж, бо 2 вже не є верхня межа. 

Отже 0N  = 3. 

Для знаходження нижньої межі від’ємних коренів ( )xf  

розглянемо многочлен: 

( ) ( ) 18412533 2345

2 +−+−−=−−= ххххххfyf . 

Знайдемо межу: 42
1

41
10 =+=N . Але знову ж це занадто 

велике число. Перевіримо за теоремою Ньютона, чи не буде 

верхньою межею многочлена ( )yf2 , наприклад, число 3: 

 1 –3 –3 25 –41 18 

3 1 0 –3 16 7 + 

3 1 3 6 + +  

Знову одержали рядок із додатніх чисел. При наступних 

діленнях всі числа так само будуть додатні, а тому 3 є верхня 

межа. Перевіримо, чи не буде верхньою межею число 2: 
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 1 –3 –3 25 –41 18 

2 1 –1 –5 15 –11 –4 

Оскільки ( ) 042 −=f , то число 2 не є верхня межа 

додатніх коренів многочлена ( )yf2  і 32 =N . 

Число –3 є нижня межа від’ємних коренів многочлена 

( )xf . 

Аналогічно знаходимо верхні межі додатніх коренів для 

многочленів:  

( )

( ) .133254118
1

,133254118
1

23455

3

24455

1

+−−+−=







−−=

−−+++=







−=

uuuuu
u

fuuf

zzzzz
z

fzzf

 

Це будуть відповідно 2i1 31 == NN , а тому нижня 

межа додатніх коренів многочлена ( )xf  буде 1
1

1
= , верхня межа 

від’ємних коренів буде 
2

1
− . 

Таким чином, додатні корені многочлена ( )xf  

розташовані між числами 1 і 3, від’ємні корені – між числами 

3−  і 
2

1
− . 
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3.5. Відокремлення коренів методом Штурма 
Щоб відокремити дійсні корені ( )xf , необхідно знайти 

інтервали, у кожному з яких лежить лише один корінь. Це можна 

зробити методом Штурма. 

Припускаємо, що ( )xf  вже не має кратних коренів. 

Спочатку побудуємо ряд Штурма: ( ) ( ) ( )1, ' , ,f x f x F x  

( ) ( ) ( )2 1,..., ,m mF x F x F x− . 

Щоб знайти многочлен ( ) mixFi 1, , застосуємо 

алгоритм, подібний алгоритму Евкліда: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

,'

,'

3321

221

11

xFxxFxF

xFxxFxf

xFxxfxf

−=

−=

−=

 

.................................... 

( ) ( ) ( ) ( ),12 xFxxFxF mmmm −= −−  

( ) ( ) ( )xxFxF mmm 11 +− = . 

Властивості ряду Штурма: 

Лема 1. Ніякі дві сусідні функції ряду Штурма не мають 

спільних коренів. 

Лема 2. Якщо   є коренем однієї з проміжних функцій 

ряду Штурма, то значення сусідніх з нею функцій ряду мають у 

цій точці протилежні знаки. 

Лема 3. Якщо x , зростаючи, проходить через корінь 

якої–небудь проміжної функції ряду Штурма, але не проходить 

через корінь ( )xf , то число змін знаків у ряді Штурма при 

цьому не зміниться; 

Лема 4. Якщо x , зростаючи, проходить через корінь 

многочлена ( )xf , то число змін знаків у ряді Штурма 

зменшується на одиницю. 

Теорема Штурма.  

Якщо a  і b  ( )ba   – довільні дійсні числа, які не є 

коренями ( )xf , то число p  дійсних коренів многочлена ( )xf  в 
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інтервалі ( )ba,  дорівнює ( ) ( )bsasp −= , де ( )as  і ( )bs  є число 

змін знаків у ряді Штурма відповідно у точках a  і b . 

Застосування теореми Штурма: 

1) Для будь–якого многочлена ( )xf  над полем дійсних 

чисел можна точно визначити загальне число дійсних коренів, а 

також число його додатніх і від’ємних коренів; 

2) Відокремлення дійсних коренів; 

3) Встановлення ознаки, чи всі n  коренів многочлена 

( )xf  n –го степеня є різні дійсні числа. 

 

 

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Знайти число дійсних коренів для 

многочлена ( ) 4462 234 ++−−= xxxxxf  на проміжку [2,4]. 

Розв’язання. 

Щоб побудувати ряд Штурма, знайдемо похідну: 

( ) ( )2632241264 2323 +−−=+−−= xxxxxxxf . Тоді в якості 

( )xF0  можна взяти ( )2632 23 +−− xxx .  

Ділимо ( )xf  на ( )xf  : 

 

      x4 – 2x3 – 6x2 + 4x + 4        2x3 – 3x2 – 6x + 2 

 _ 2x4 – 4x3 – 12x2 + 8x + 8      x – 1  

    2x4  – 3x3 – 6x2 + 2x 

               x3 – 6x2 + 6x + 8 

          _ 2x3 – 12x2 + 12x + 16 

             2x3 – 12x2 + 12x + 16 

                      –15x2 + 6x + 18 

 

Остача ( ) 186x  -15x2

1 ++=xr . Тому ( ) 62x- 5x2

1 −=xF .  
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Далі ділимо ( )xF0  на ( )xF1 : 

       2x3 – 3x2 – 6x + 2              5x2 – 2x – 6         

  _  10x3 – 15x2  – 30x + 10      2x – 11 

      10x3 – 4x2 – 12x       

            – 11x2 – 18x + 10      

         _ – 55x2 – 90x + 50      

            – 55x2 – 90x + 50      

                       –112x – 16      ( ) .172 += xxF       

Далі ділимо ( )xF1  на ( )xF2 : 

  5x2 – 2x – 6             7x + 1 

       _ 35x2 – 14x – 42         5x – 19 

35x2 – 14x 

          –19x – 42    

       _ –133x –294    

          –133x – 19    

                    –275    ( ) .13 =xF  

Тоді остаточно маємо  

( )

( )

( )

( )

( ) .1

,17

625

,41264

,4462

3

2

2

1

23

0

234

1

=

+=

−−=

+−−=

++−−=−

xF

xxF

xxxF

xxxxF

xxxxxF

 

Побудуємо таблицю: 

 ( )xf  ( )xF0  ( )xF1  ( )xF2  ( )xF3  ( )xS  

2 – – + + + 1 

4 + + + + + 0 

( ) 12 =S  – одна зміна знаку, ( ) 04 =S  – змін знаку немає. 

При зростанні x  від 2 до 4 число кількості змін знаків в 

ряді Штурма дорівнює ( ) ( ) 142 =− SS , тобто на проміжку [2,4] 

знаходиться один дійсний корінь. 
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Приклад 2. Відокремити дійсні корені многочлена 

( ) .2168 3 −+−= xxxf  

Розв’язання. 

Дійсні корені лежать в інтервалі ( )00; NN− , де 

( )na

A
N +=10 . В даному випадку 3

8

16
10 =+=N , тому 

розглядаємо інтервал (–3, 3).  

Побудуємо ряд Штурма. 

( ) ( )4641624 22 +−=+−= xxxf , тоді в якості ( )xF0  можна взяти 

( )46 2 +− x . 

Ділимо ( )xf  на ( )xf  : 

          –8x + 16x – 2     –6x2 + 4  

       _ –24x + 48x – 6    4x 

          –24x + 16x  

                      32x – 6   ( ) 3161 +−= xxF  

Далі ділимо ( )xF0  на ( )xF1 : 

           –6x2 + 4          –16x + 3 

        _ –48x2 + 32      3x 

           –48x2 + 9 

                      23   ( ) .12 −= xF  

Для ( )f x  маємо: 

( ) ( ) ( ) ( )3 2

1 0 1 28 16 2, 6 4, 16 3, 1F x x x F x x F x x F x− = − + − = − + = − + = − . 

Складемо таблицю: 

x  ( )xF 1−  ( )xF0  ( )xF1  2F  ( )xS  

–3 + – + – 3 

–2 + – + – 3 

–1 – – + – 2 

0 – + + – 2 
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1 + – – – 1 

2 – – – – 0 

3 – – – – 0 

З таблиці видно, що один корінь лежить в інтервалі  

(–2;–1), бо ( ) ( ) 112 =−−− ss , другий корінь знаходиться в 

інтервалі (0;1), бо ( ) ( ) 110 =− ss , а третій – в інтервалі (1;2), бо 

( ) ( ) 121 =− ss . 
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3.6. Многочлени над полем раціональних чисел 
Існують многочлени з раціональними коефіцієнтами як 

завгодно високого степеня, незвідні у полі раціональних чисел. 

Будь–яке алгебраїчне рівняння з раціональними 

коефіцієнтами можна звести до рівняння з цілими коефіцієнтами 

множенням на спільний знаменник усіх цих коефіцієнтів. 

Означення. Многочлен ( )xp  з цілими коефіцієнтами 

називається примітивними, якщо його коефіцієнти не мають 

спільних дільників, відмінних від 1 . 

Лема. Добуток двох примітивних многочленів є 

примітивним многочленом. 

Теорема 1. Для того, щоб многочлен ( )xf  з цілими 

коефіцієнтами був звідним у полі Q раціональних чисел, 

необхідно і достатньо, щоб він був звідним у кільці Z цілих 

чисел, тобто щоб існували многочлени ( )xf1  і ( )xf2  ненульового 

степеня з цілими коефіцієнтами такі, що ( ) ( ) ( )xfxfxf 21= . 

Теорема 2 (Критерій Ейзенштейна незвідності у полі 

раціональних чисел многочленів з кільця  xQ ). 

Якщо в многочлені з цілими коефіцієнтами 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

n

n ++++= −

−  коефіцієнти 110 ,...,, −naaa  

діляться на деяке просте число p , причому 0a  не ділиться на 
2p , а старший коефіцієнт na  не ділиться на p , то многочлен 

( )xf  незвідний у полі раціональних чисел. 

З теореми випливає існування многочленів довільного 

степеня з цілими коефіцієнтами, незвідних у полі раціональних 

чисел. 

Теорема 3. У кільці многочленів над полем раціональних 

чисел є многочлени довільного степеня, незвідні у полі Q. 

Теорема 4. Якщо многочлен ( )xf  з раціональними 

коефіцієнтами, степінь якого більший за одиницю, має хоча б 

один раціональний корінь r , то ( )xf  звідний у полі 

раціональних чисел. 
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Теорема 5. Якщо многочлен третього степеня ( )xf  з 

раціональними коефіцієнтами не має раціональних коренів, то 

він незвідний у полі раціональних чисел. 

Теорема 6. Щоб число 
q

p
, де ( ) 1, =qp  було коренем 

рівняння 0... 01

1

1 =++++ −

− axaxaxa n

n

n

n
 з цілими 

коефіцієнтами необхідно, щоб p  було дільником вільного члена 

0a , а q  – дільником старшого коефіцієнта na  цього рівняння. 

Наслідок. Якщо старший коефіцієнт рівняння з цілими 

коефіцієнтами рівний 1, то всі раціональні корені цього рівняння 

є цілі числа і є дільники вільного члена. 

Теорема 7. Для того, щоб дріб 
q

p
, де ( ) 1, =qp  був 

раціональним коренем многочлена з цілими коефіцієнтами 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

n

n ++++= −

−
, необхідно, щоб при 

довільному цілому k  число ( )kf  ділилося на qkp − , якщо 

qkp −  0. 

Ця умова використовується частіше для 1=k , при 

цьому числа 
( )

qp

f

−

1
 і 

( )
qp

f

+

−1
 мають бути цілими. 

Наслідок. Якщо старший коефіцієнт na  многочлена ( )xf  

з цілими коефіцієнтами дорівнює одиниці, то його 

раціональними коренями можуть бути лише такі цілі числа p , 

для яких ( )kf  ділиться на kp −  при будь–якому k  цілому, при 

якому 0− kp . 
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ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

 

Приклад 1. Розв’зати рівняння 02652 23 =−+− xxx . 

Розв’язання. 

Знайдемо спочатку раціональні корені рівняння (якщо 

вони є). Раціональними коренями тут можуть бути числа виду 

q

p
: .

2

1
,2,1   

Знайдемо межі дійсних коренів даного рівняння: 

( )4;44
2

6
110 −==+=+= +M

a

A
N

n

. Всі можливі корені 

входять в цей інтервал. 

Знайдемо ( )1f  та ( )1f − : 

( )1 2 5 6 2 1f = − + − = , 

( )1 2 5 6 2 15f − = − − − − = − . 

Поставимо умову, щоб числа 
qpqp −−

15
i

1
 були цілими: 

1 15

1

2

1

2

p q p q

ціле ціле

дробове ціле

− −

−

 

Задовольняє умову тільки 
2

1
1 =x . Перевіримо за схемою 

Горнера чи буде 
2

1
1 =x  коренем даного рівняння: 

 2 –5 6 –2 

½ 2 –4 4 0 
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Отже, 
2

1
1 =x  є коренем многочлена. Знаходимо інші 

корені рівняння: 

          

.1
2

22

,484

,022

,0442

3,2

2

2

i
i

x

D

xx

xx

=


=

−=−=

=+−

=+−

 

Отже, задане рівняння має такі корені ixx == 1,
2

1
3,21 . 

Приклад 2. Розв’язати рівняння: 

01228134 234 =++−− xxxx . 

Розв’язання. 

Знайдемо спочатку раціональні корені цього рівняння 

(якщо вони є). Раціональними коренями можуть бути такі числа: 

12;6;4;3;2;1  . 

Застосуємо схему Горнера: 

 1 –4 –13 28 12  

1 1 –3 –16 14 26 0  

–1 1 –5 –8 20 –8 0  

2 1 –2 –17 –6 0 2=x  корінь 

–2 1 –4 –9 12 0   

3 1 1 –14 –48 0   

–3 1 –5 –2 0  3−=x  корінь 

Решту коренів знайдемо з рівняння: 

0252 =−− xx . 

33825 =+=D  

2

335
4,3


=x . 

Отже, задане рівняння має такі корені: 1 2x = , 2 3x = − , 

2

335
4,3


=x . 
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Приклад 3. Розв’язати рівняння: 04632 23 =−++ xxx . 

Розв’язання. 

Знайдемо спочатку раціональні корені цього рівняння 

(якщо вони є). Раціональними коренями можуть бути такі числа: 

2

1
;4;2;1  . 

Застосуємо схему Горнера: 

 2 3 6 –4  

1 2 5 11 7 0  

–1 2 1 5 –9 0  

2 2 7 20 36 0  

–2 2 –1 8 –20 0  

4 2 11 50 246 0  

–4 2 –5 26 –108 0  

2

1
 2 4 8 0 

2

1
−=x  корінь 

Решту коренів знайдемо з рівняння: 

042

0842

2

2

=++

=++

xx

xx
 

12164 −=−=D  

i
i

x 31
2

122 2

3,2 −=
−

= . 

Отже, задане рівняння має такі корені: 1

1

2
x = − , 

ix 313,2 −= . 

Приклад 4. Знайти раціональні корені рівняння: 

1
23

5

53

16
2323

=
+−+

−
+−+ xxxxxx

. 

Розв’язання. 

Робимо заміну: 
3 2 3 23 2 3 5 3x x x a x x x a+ − + =  + − + = + . 
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  ( )

2

2

1 2

16 5
1,

3

16 5 15 3
0,

3

8 15 0,

5, 3.

a a

a a a a

a a

a a

a a

− =
+

− − − −
=

+

− + =

= =

 

Повертаємось до змінної x . Отримаємо два рівняння: 

013 23 =−−+ xxx   та 033 23 =−−+ xxx . 

Раціональними коренями першого рівняння можуть бути 

числа 1 , а другого рівняння числа 1  , 3 . Перевіркою 

переконаємося, що коренями є .3,1,1 321 −=−== xxx  

Приклад 5. Розкласти многочлен на незвідні у полі Q  

множники, якщо ( ) 4 3 26 13 12 13 6f x x x x x= − + − + . 

Розв’язання. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

4 3 2 4 2 3

2
4 2 2 2 2

2 2

6 13 12 13 6 6 12 6 13 13

6 2 1 13 1 6 1 13 1

1 6 13 6 .

f x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x

= − + − + = + + − + =

= + + − + = + − + =

= + − +

 

Приклад 6. Знайти кратність коренів многочлена 

( ) .473 2345 +−−+= xxxxxf  

Розв’язання. 

Коренями можуть бути числа .4,2,1    

Скористаємося схемою Горнера: 

 1 3 –1 –7 0 4  

1 1 4 3 –4 –4 0 1=x  корінь 

1 1 5 8 4 0  Перевірка кратності кореня 

1 1 6 14 18   Перевірка кратності кореня 

–1 1 4 4 0   1−=x  корінь 
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–1 1 3 1    Перевірка кратності кореня 

2 1 6 20    2 не є коренем 

–2 1 2 0    2−=x  корінь 

–2 1 0     Перевірка кратності кореня 

–2 1      Перевірка кратності кореня 

Як бачимо рівняння має три кореня: .2,1 −  Корені 1x =  

та 2x = −  мають кратність два, а 1x = −  – це корінь кратності 

один. 
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СПИСОК ОСНОВНИХ ПОНЯТЬ 

 

А 

Алгебраїчна рівність многочленів: рівними 

називаються многочлени ( )xf  і ( )xg  (позначають ( ) ( )xgxf = ), 

якщо їх канонічні форми збігаються, тобто мають однакові 

степені і попарно рівні відповідні коефіцієнти. 

Алгебраїчно замкнуте поле – поле P , якщо воно є 

полем розкладу для будь–якого многочлена ( )  xPxf   

ненульового степеня. 

Алгоритм Евкліда – алгоритм для знаходження 

найбільшого спільного дільника двох многочленів ( )xf  і ( )хg , 

причому ( ) ( )xgxf degdeg  . Виконаємо послідовне ділення з 

остачею: ( ) ( ) ( ) ( )xrxsxgxf 11 += , ( ) ( ) ( ) ( )xrxsxrxg 221 += , 

( ) ( ) ( ) ( )xrxsxrxr 3321 += , ..., ( ) ( ) ( ) ( )xrxsxrxr nnnn += −− 12 , 

( ) ( ) ( )xsxrxr nnn 11 +− = . Остання, відмінна від нуля, остача ( )xrn  у 

цій системі рівностей і є НСД многочленів ( )xf  і ( )хg . 

Асоційовані многочленами в кільці nP  – многочлени, 

які відрізняються множником, який є відмінною від нуля 

константою: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfcxf
c

xcgxf === −11
xgабо . 

 

В 

Взаємно простими називаються многочлени 

( ) ( )  xPxgxf , , якщо їх спільний дільник є многочленом 

нульового степеня: ( ) ( )( ) 1, =xgxf . 

Відокремленням цілої частини називається зображення 

неправильного дробу у вигляді 
( )
( )

( )
( )
( )xg

xf
xs

xg

xf 1+= . 

Вільним (нульовим) членом многочлена 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

x

n ++++= −

−  називається елемент 0a . 

 



94 

Д 

Дискримінантом ( )fD  многочлена ( )xf  називається 

вираз виду ( ) ( )
( )

( )',1 1
2

1

ffRafD n

nn
−

−

−= , де ( )', ffR  – результант 

( )xf  і його похідної ( )xf ' . 

Дискримінантом рівняння 03 =++ qpxx  називають 

число 
274

32 pq
D += . 

Многочлен ( )  xPxf   ділиться націло на ( )  xPxg   

(записується ( ) ( )xgxf  ), якщо остача ( )xr  при діленні ( )xf  на 

( )xg  дорівнює нулю, тобто якщо існує многочлен ( )  xPxs   

такий, що ( ) ( ) ( )xsxgxf = . 

Добутком многочленів ( )xf  і ( )xg  називають 

многочлен ( ) 01

1

1 ... cxcxcxcxp mn

mn

mn

mn ++++= −+

−+

+

+
,  

де ( )
=

+=−−− ++++==
k

j

mnkkkkkjjkk bababababac
0

,...,1,0011110 ...  або 


=+

=
kji

jik bac , mjпри0b0,j-k при0 j ==− jka , тобто 

( ) ( ) ( )xgxfxp = . 

 

Е 

Елементарним дробом у полі Р називається 

раціональний дріб виду 
( )
( )( )kxg

xf
, де ( )xg  – незвідний многочлен 

у полі P , ( )  xPxf   і ( ) ( )xgxf degdeg  , а k  – будь–яке 

натуральне число. 

 

З 

Звідним (складеним) у полі P  називається многочлен 

( )  xPxf  , якщо ( ) 1deg xf  і в кільці  xP  існують 
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многочлени ( )xf  i ( )xg , такі, що ( ) ( ) ( )xsxgxf = , причому 

( ) 1deg xg  і ( ) 1deg xs . 

Звідним у полі Р  називається многочлен nPg , якщо 

1deg g  і ( )1deg1deg
,

=


VUUVg
nPVU

. 

Значенням многочлена ( )xf  при =x  називається 

вираз ( ) 01

1

1 ... aaaaf n

n

n

n ++++= −

−   з кільця R, якщо 

многочлен ( )  xRxf   має канонічну форму i ][xR . 

 

І 

Інтерполяційним многочленом Лагранжа називають 

многочлен ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
+

= ++−

++−

−−−−

−−−−
=

1

1 1111

1111

......

......n

i niiiiii

nii

i

xxxx
xf




 , 

де коефіцієнти 0 1, , ..., nc c c  визначаються послідовною 

підстановкою значень 121 ,...,, +=== nxxx  . 

Інтерполяційним многочленом Ньютона називають 

многочлен ( ) ( ) ( )( ) ( )nn xxxcxccxf  −−−++−+= ...... 21110 . 

 

К 

Канонічним розкладом многочлена ( )xf  у полі  xP  

називається зображення ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) mk

m

kk
xpxpxpxf ...21

21= , де 

( )kp x  – попарно різні (неасоційовні) многочлени, незвідні у 

полі Р[x]. Це зображення єдине з точністю до сталих множників 

і їх нумерації. 

Канонічною формою многочлена ( )xf  називається 

упорядкування його членів за спаданням степеня 
kx . 

Кільцем многочленів  nxxR ,...,1  від n  змінних nxx ,...,1  

над областю цілісності R називається кільце многочленів від 

однієї змінної nx  над кільцем  nxxR ,...,1 , тобто 

 nxxR ,...,1 =   nn xxxR 11 ,..., − . 
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Коефіцієнтом члена 1 2

1 2 ...i i niK K K

i na x x x  многочлена 


=

=
m

i

k

n

kk

i
niii xxxaf

1

21 ...21  називається відповідний елемент Rai  . 

Константами називають многочлени нульового степеня, 

позначають ( ) 0=х . 

Коренем многочлена ( )  xPxf   називається елемент   

будь–якого розширення поля P  такий, що ( ) 0=f . 

Коренем многочлена ( )  xPxf   називається елемент 

P , якщо ( )xf  ділиться на −x . 

Коренем многочлена ( )xf  називається число  , якщо 

( ) 0=f . 

Кратними множниками кратності jk  многочлена ( )xf  

буде многочлен ( )xp j , що входить у канонічний розклад 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) mk

m

kk
xpxpxpxf ...21

21=  у степені з показником jk . 

Кратними множниками многочлена називаються 

множники, кратність яких більша за 1. 

Кратні корені – корені, кратність яких більша за 1. 

k-кратним коренем (або коренем k-ї кратності) 

називається елемент   Р многочлена ( )  xPxf  , якщо ( )xf  

ділиться на ( )kx − , але не ділиться на ( ) 1+
−

k
x  . 

k-тим членом або членом k-го степеня многочлена 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

x

n ++++= −

−  називається вираз k

k xa  

( nk ,1= ). 

 

Л 

Лексикографічним записом многочлена називається 

відношення “бути вищим” на множині членів многочленів, що є 

лінійним строгим порядком. Нехай 1 2

1 2 ... nKK K

nax x x  і nL

n

LL
xxbx ...21

21
 – 

два члени многочлена ( )nxxf ,...,1 . Вважається, що перший 



97 

елемент вищий від другого, якщо 
iiii LKLKLKLK === −− ,...,,, 112211
. 

Позначають nK

n

KK
xxax ...21

21  nL

n

LL
xxbx ...21

21 . 

Лінійним представленням НСД двох многочленів 

( ) ( )  xPxgxf ,  – це запис виду ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xVxgxUxfxd += , де 

( )xU  і ( )хV  – деякі многочлени з  xP , ( )xd  – найбільший 

спільний дільник. 

 

М 

Метод Ньютона – один з методів знаходження меж 

дійсних коренів многочлена з дійсними коефіцієнтами. 

Многочленом (поліномом) від однієї змінної над 

областю цілісності R називається вираз виду 

( ) 01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

x

n ++++= −

− , де n  – довільне ціле 

невід’ємне число, 01,,..., aaan  – елементи R, nxxx ,...,, 2  – деякі 

символи, 
kx  – k-ий степінь змінної x , ka  – k-ий коефіцієнт 

многочлена або коефіцієнт при 
kx ( nk ,1= ). 

Многочленом від n  змінних над R  називається кожний 

елемент кільця  nxxR ,...,1  і позначається ( )nxxf ,...,1 . 

Множником кратності jk  многочлена ( )xf  називається 

многочлен ( )xp j , що входить у канонічний розклад 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) mk

m

kk
xpxpxpxf ...21

21=  у степені з показником jk . 

 

Н 

Найбільшим спільним дільником многочленів ( )xf  і 

( )хg  називається їх спільний дільник, який ділиться на кожен 

інший спільний дільник ( )xf  і ( )хg . Позначається ( ) ( )( ),f x g х . 

Найменшим спільним кратним многочленів ( )xf  і 

( )хg  називається їх спільне кратне, на яке ділиться кожне 

спільне кратне цих многочленів. Позначається ( ) ( ) xgxf , . 
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Незвідним (нерозкладним, простим) називається 

многочлен ( )  xPxf   у полі P , якщо він не є константа і не має 

дільників, відмінних від константи і від многочлена виду 

( )xfc  , де c – константа. 

Незвідним у полі Р називається многочлен nPp , якщо 

1deg p  і ( )0deg0deg
,

===


VUUVp
nPVU

.  

Неправильним називається раціональний дріб 
( )

( )

f x

g x
, 

якщо степінь ( )f x  більша за степінь ( )g x . 

Нуль–многочленом над R називають елемент R  , 

який вважають константою та многочленом, і позначаємо ( )x .   

 

О 

Область цілісності – комутативне кільце, в якому не 

існує дільників нуля. 

Однорідним називається многочлена, у якого всі члени 

мають однаковий степінь. 

 

П 

Подібними називаються два члени, які відрізняються 

тільки коефіцієнтами. 

Поле розкладу многочлена ( )xf  – поле L , в якому 

многочлен розкладається на лінійні множники. 

Похідною від многочлена ( ) 1

1 1 0...n n

n nf x a x a x a x a−

−= + + + +  

називається многочлен ( ) ( ) 12

2

1

1 2...1' axaaxnxnaxf n

n

n

n +++−+= −

−

− . 

Правильним називається раціональний дріб 
( )
( )xg

xf
, якщо 

степінь многочлена ( )xf  менша за степінь многочлена ( )xg , в 

іншому разі дріб – неправильний. 
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Примітивним (відносно S ) називається многочлен 

( )   ( ) 0,  xfxSxf , якщо НСД його коефіцієнтів дорівнює 

одиниці. 

Примітивним називається многочлен ( )xp  з цілими 

коефіцієнтами, якщо його коефіцієнти не мають спільних 

дільників, відмінних від 1 . 

Прості корені – корені кратності 1. 

 

Р 

Раціональним дробом над P  називається кожний 

елемент поля раціональних дробів ( )xP . 

Результантом многочленів ( )xf  і ( )xg  називається 

вираз виду ( ) ( ) ( ) ( )n

m

n ggagagfR  ..., 21= , де n ,...,, 21  – корені 

многочлена ( )xf . 

Розкладом многочлена ( )xf  називається зображення 

( ) ( ) ( ) ( )xpxpxpxf l....21=  многочлена на незвідні множники у 

полі  xP . 

Розкласти многочлен ( )xf  за степенями −x  означає 

представити його у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( ) 01

1

1 cxcxcxcxf
n

n

n

n +−+−+−=
−

−  . 

 

С 

Симетричним відносно змінних nxx ,...,1  називається 

многочлен ( )1,..., nf x x , якщо внаслідок довільної перестановки 

змінних nxx ,...,1  утворюється многочлен рівний даному. 

Спільним дільником ( )xf  i ( )хg  називається многочлен 

( )xd , який є дільником многочлена ( )xf  і многочлена ( )хg . 

Спільним кратним многочленів ( ) ( )  xPxgxf ,  

називають будь-який многочлен ( )  xPxs   такий, що 

( ) ( ) ( ) ( )s x f x s x g x . 
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Старшим членом називається відмінний від нуля член 

многочлена ( )xf , степінь якого більший за степінь усіх інших 

відмінних від нуля членів цього многочлена, його коефіцієнт 

називається старшим коефіцієнтом, а його степінь – степенем 

многочлена ( )xf . 

Степенем члена 
nK

n

KK
xxax ...21

21  многочлена називається 

сума 
nKKK +++ ...21
. Число ( )niKi ,1=  називається степенем 

даного члена відносно ix . Найбільший із степенів членів 

називається степенем многочлена, а член з найбільшим 

степенем – старшим членом многочлена. 

Сумою многочленів ( )xf  і ( )xg  називають многочлен  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1

1 1 1 1 0 0

...

... ,

n n m m

n n m m m

m

m m

s x a x a x a x a b x

a b x a b x a b

− +

− +

−

− −

= + + + + + +

+ + + + + + +
 

тобто ( ) ( ) ( )xgxfxs +=  ( )0 mn . 

 

Ф 

Функціональна рівність многочленів: якщо область 

цілісності R  має характеристику 0, то многочлени 

( ) ( )  xRxgxf ,  рівні між собою тоді і тільки тоді, коли рівні 

функції f  і g , які вони визначають. 

Формулою Кардано називається формула, за якою 

знаходяться корені рівняння 03 =++ qpxx : 

33

22
D

q
D

q
x −−++−= . 

 

Ч 

Членом многочлена ( )nxxf ,...,1  називається кожен 

доданок 
niii

K

n

KK

i xxxa ...21

21  в сумі  
=

=
m

i

k

n

kk

i
niii xxxaf

1

21 ...21 . 
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